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内 容 简介 
本 书 是 在 北京 师范 大学 数学 系数 学 分 析 习 作 课 实 碟 的 基 融 上 编写 
的 .内容 包括 阴 数 、 数 列 的 极限 、 示 数 的 极限 、 连 续 函 数 、 窜 限 论 、 
单 变 基 微分 学 、 单 变量 积分 学 、 汛 穷 豚 数 和 广义 积分 等 ， 


本 书 可 作为 高 等 师范 院 校 和 师范 专科 学 校 数学 系 学 生 的 参 考 书 或 
教学 参考 书 。 | 
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数学 分 析 习 作 课 是 分 析 课 的 重要 组 成 部 分 ， 它 在 加 深 学 
生 对 于 数学 新 窗 念 的 理解 ， 培 养 逻 辑 推 理 能 力 ， 以 及 计算 技 
巧 的 训练 方面 都 起 著 一 定 作 用 ,多 年 来 担任 这 门 课 的 教师 都 
在 上 课 以 前 统 尽 脑汁 去 选择 每 次 课 的 内 容 ， 尤 其 对 于 一 些 没 
有 教学 经 验 的 年 青 教师 备 起 课 来 更 是 无 所 适 从， 我 们 有 鉴于 
此 才 营 手 编写 比 书 ， 编 写 过 程 中 参考 了 潜 良 展 、 潘 淑琴 、 兽 
昭著 和 陈 平 尚 几 位 同志 的 习作 课 讲稿 ， 他 们 的 实 丰 经 验 对 于 
此 书 的 编 守 起 着 很 大 的 启示 和 帮助 作用 ， 

目前 各 院 校 所 用 数学 分 析 的 课本 不 同 ， 习 作 课 的 时 间 安 
排 各 异 ， 本 书 为 了 适应 多 方面 的 情况 ， 不 得 不 搂 昭 数学 分 析 
的 主要 内 容 分 章 编写 ， 这 样 ， 教 师 训 按照 自己 教学 情况 几 排 
每 章 上 习作 课 的 次 数 ， 书 中 所 用 符号 、 定 义 和 定 理 基 本 上 采 
用 上 上海 复 旦 大 学 所 编 数学 分 析 教 材 〔 第 二 版 ) 的 条 坎 。 因 
此 ， 有 些 定义 在 书 中 就 不 再 重复 叙述 。 

本 书 是 在 赵 枇 广 教 授 和 昔 延 交 教 授 的 般 助 和 指导 下 编写 
的 ,两 位 老师 无 论 在 内 容 的 安排 记 及 文字 指 履 饰 上 都 付出 了 
辛勤 的 劳动 ， 我 们 表示 庄 心 的 感谢 ， 由 于 我 们 的 业务 水 平和 
写作 能 力 的 限制 ， 完 稿 后 仍然 不 能 达到 预期 的 要 求 ， 何 况 习 
作 识 的 数 村 究竟 应该 不 样 编写 还 在 探索 之 中 ， 送 望 读者 提出 
宝 杠 意见， 
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第 一 人 章 ” 函 数 


$ 1 函数 概念 


本 闻 的 重点 是 函数 概念 。 通 过 讨论 、 练 习 ， 合 读者 加 深 
对 这 一 概念 的 理解 。 
首先 复 可 国 数 定义， 设 亏 是 实数 集 R 的 子 集 。 如 时 存 
在 一 个 对 应 法 则 了 f, 使 得 对 于 所 中 的 每 个 x， 按 对 应 法 则 f， 
都 有 了 唯一 的 实数 # 与 之 对 应 ， 则 称 了 是 定 久 在 垃 上 的 臣 数 
《或 称 站 是 革 到 民 的 上 映射) ， 记 作 ， 
了 = X-—>R 
或 简称 函数 上 了 上。 有 时 记 
于 :天 一 > 人 
以 表示 与 数 对 应 的 是 1 
其 中 也 虽 懂 函数 了 的 定 六 域 ， 与 x 相对 应 的 8 回执 函数 
f 在 x* 的 值 篇 称 光 数 值 (或 牧 # 为 * 在 映射 了 作用 下 的 莹 }， 
记 作 8 二 f(x)。 叉 称 了 XD) 二 {f(x) |xE 汪 } 为 光 数 的 值 域 . 
有 时 也 以 五 、 避 分 别 表 示 了 的 定义 域 和 值 域 。 
为 了 加 深 对 函数 概念 的 理解 ， 讨 论 以 下 几 个 问题 ， 
]。 本 数 f 与 函数 值 f(x) 
在 以 上 完 久 中， 西数 产 工 一 R 与 画 数 值 (x) 是 两 个 裁 
然 不 同 的 狂 念 。 前 者 是 集合 并 到 R 前 一 个 单 首 对 应 规律 . 


一 1 一 


( 凤 映 各 ) ， 捕 者 是 实数 和信。 不 过 在 烤 学 分 析 中 可 恢 于 二 
了 (x) 表示 函数 f: 廊 一 R、 我 们 仍然 保留 记 叶 了 (x 这 一 相模 
用 法 :但 要 注意 ， 当 遇 到 记号 fo 时， 要 要 指 工 下 文英 洛 戎 
它 是 代表 函数 值 还 是 代表 函数 j :一 R。 

2, 枸 数 的 相等 与 不 等 
我 们 把 “函数 了 与 9 相等 ? 定义 为 /与 9 是 同一 个 映射 

即 它 们 有 相同 的 定义 域 玉 和 相同 的 对 应 规律 。 和 面 有 相合 的 
对 应 规律 是 指 对 无 中 的 每 个 实数 x ， 都 有 f(x) 一 9(x)。 这 
昨 f(x) = 二 9(x) 就 是 半数 值 相等 而“ 辐 数 并 与 9 不 等 ”的 意 
上 由 就 是 了 与 9 不 是 同一 个 映射 ， 即 或 者 它们 的 定义 域 不 同 ， 
或 者 显然 定义 域 相同 ,但 对 应 规律 不 同 (对 应 规律 不 同 的 
意思 是 ， 至 少 在 定义 城 卫 中 有 一 个 Xx， 使 F(x) 天 9(%) ， 这 里 
了 (x) 关 9 (0 就 表示 画 数 值 不 铬 ) 。 

一 定 要 分 清 “ 冰 数 的 相等 与 不 等 与 《 范 数 值 的 相等 与 

不 等 2 。 

练习 1 以 下 和 名 组 遂 数 是 否 各 等 ? 


(on) f=1+*: {1 和 XE) 
gtx) = t+ {2 XA}, 
(py fx) =[Inx:, gtx) = 21nx. 
(0) {{x)=1, g(x) = 
1x| 
区 X00 


(dD) f(x) = x 9 = 12|, “=| 

—% x< 0 。 
注 喜 :。 (a) 中 的 /与 9， 尽 管 其 表达 式 形式 烛 同 ， 但 由 

于 它们 的 定义 域 不 同 ， 因 而 不 相等 : 即 1 下 9g。 只 是 在 /与 g 


一 


都 有 有 定 必 的 区 和 2 和 xs 和 3 内 了 与 3 的 珊 数 值 租 等 ， 即 

一 要 3。 

了 5。 函 数 药 窜 示 法 

于 数 的 洪 示 法 就 是 用 来 确定 说 到 RR 的 音信 对 应 规律 的 
办 法 。 常见 的 办 法 有 列表 法 ， 公式 活 《解析 法 ) 、 图 表 法 
等 。 由 于 学 生 接 希 较 和 多 和 购 是 丰 公 式 赛 示 的 歼 数 ， 他 们 常常 不 
自 党 地 也 为 只 有 兮 式 才 是 玫 示 范 数 的 最 好 的 方法 。 其 实 函 数 
检 念 的 本 质 是 革 到 RR 的 单 秆 对 应 规律 用 什么 办 法 来 淖 达 
这 个 规律 ， 纯 局 方法 问题 。 没 有 理由 对 扫 来 表达 对 应 规律 的 
办 法 加 以 任何 限制 ， 岂 说 不 上 这 些 方法 的 优 劣 。【( 当 元 从 应 
用 的 角度 来 说 ， 这 些 方 法 可 能 适应 不 同 的 需要 ， 有 时 需 加 以 
选择 】 作 为 练习 ， 可 要 求学 生 总 结 一 下 他 妆 过 见 的 函数 都 有 
哪 旦 表示 方法 ， 举 几 个 不 是 用 一 个 镜 一 的 公式 老 示 的 隐 数 ， 
再 要 求学 生 证 明 一 下 画 数 sinx、1 坦 x、[x) 注意， sinx， 
IgEx， fx] 痢 是 冰 数 记号 ) 的 对 应 规律 是 用 他 公办 法 确定 的 。 

4。 画 数 的 国 象 与 用 加 象 事 示 函 数 

在 中 学 已 经 作 过 许多 消 数 的 图 象 . 我 们 知道 ,函数 的 
图 每 是 平面 上 某 个 点 集 。 如 果 把 平面 上 的 点 用 有 序 实 数 对 
《xy2) 来 表示 ， 那 么 男 数 产 了 一 民 的 图 象 就 是 平面 点 集 

人 一 人 人 (YE 以 

习惯 上 也 称 @ 为 国 数 fr 区->R 的 爵 线 。 册 画 数 前 定义 知 ， 任 
柯 一 条 与 # 轴 平行 的 直线 与 8/ 至 多 有 一 个 公共 点 ，。 

反 过 来 ， 如 果 忆 =={ (C(x, 各 } 是 平面 上 某 个 点 集 , 其 中 x 的 
取 值 范围 是 集合 三 R。 如 果 任 何 一 条 与 # 轴 平 行 的 可 线 与 
集合 局 至 多 有 一 个 公共 点 ， 那 么 对 XX 中 每 个 实数 x， 必 有 唯 
一 的 实数 y, 使 (x, 拉 EG， 令 x 一 >5, 便 得 到 函数 :人 一 RR， 


-一 入 一 


县 和 下 恰 是 夺 的 图 象 。 这 时 我 们 也 说 后 表示 一 个 函数 六 工 一 R。 
因此 洗面 成 倚 内 灾 守 一 个 沿 数 XR 的 特征 就 是 ; 
性 何 一 条 与 # 轴 有 全 行 的 站 线 与 所 至 多 有 一 个 公共 点 。 
通常 把 点 集 G 直观 地 唱和 做 烛 线 ， 这 样 ， 上 面 的 这 段 话 
便 下 叙述 为 ， 
曲线 工 能 表示 一 个 函数 f: 一 R 的 特征 就 是 任何 一 条 
与 # 轴 平行 的 直线 与 工 至 多 交 于 一 点 。 
旧 线 工 能 表示 消 数 YY 一 RR 的 畦 征 与 此 类 亿 ， 
车 不 加 说 明 ， 我 们 说 曲线 表示 了 通 数 ， 总 十指 1 :XX 一 RR. 
练习 2 作出 以 下 函数 的 图 人 象 
《ay fz)=|xl; C0 f(x) = sinxs 
(0) FOX} =[Cx): Cd) fO0) = wy 0) fH) = we 
练习 5 以 下 各 曲线 是 否 表 示 画 数 人 XX 一 R? 
《9) 平面 上 一 个 加 ; 
(6) 平面 上 一 条 殷 物 钱 
(对 称 输 平行 于 xz 畏 ， 
(这 对 称 办 平行 于 辖 。 
练习 4 ”为 什么 通常 实验 中 的 “时 间 一 温度 >” 考 线 、“ 时 
癌 一 速度 ”曲线 一 定 能 表示 泪 数 ? 


$2 天数 的 儿 何 性 质 


习作 课 七 可 先 复 习 有 关 定 义 ， 再 挑选 几 个 题目 作为 练 
习 。 要 求 读 者 能 够 根据 各 种 定义 证 明 函 数 的 相应 性 质 《 如 有 
界 性 、 奇 个 性 、 胃 期 性、 单调 性 等 》 ， 并 力求 论证 严密 ， 表 
达 清 晰 。 在 技巧 上 不 作 过 高 要 求 ， 注 意 纠 正 学 生 在 论证 中 出 
一 时 


现 上 疝 错 误 和 考 述 上 的 不 涯 之 处 。 
练习 1 ”证 朋 函 激 1 (0) 一 在 (一 2, 十 oe) 上 单调 增 
加 。 

《只 霸 证 苛 ， 对 任何 实数 x， Xz 凡 要 xs>x， 就 有 
Xa) 一 了 (wD) 一 Xx 0。 将 x 一 Xi 分解 内 式 后 ， 易 
证. ) 

练习 2 证 明 画 洲 了 (Xx) 一 sinx 在 [0 ,23D 内 单调 增加 。 
提示， 和 用 和 初 美 化 积 全 式 将 
fx) 一 了 人) 一 Snxs 一 Snxi 杰 形 ) 
练习 5 证 明 f(x) 一 tgx 在 任何 (Rx 一 x/2， RX/2) 
内 单调 增 术 。 (为 整数 ) 
练习 4 试 证 了 (%) 一 sinx 十 cosx 的 【最 小 ) 趣 吉 是 27。 
注意。 只 证 明了 (x 十 27) = 二 f(x) ， 还 不 能 断定 2 三 了 的 
最 小 周期 。》 
练习 5 Dirichlet 阔 数 
1， 当 x 是 有 理 数 ， 
0 ， 当 xx 是 无 理 数 
是 本 是 属 期 函数 ? 它 的 周期 是 件 么 ? 有 没有 最 小 周期 1 


Dw-| 


3 3 友 昂 数 与 复合 吨 数 


本 节 重 所 是 到 函数 与 复合 函数 概念 ， 要 求学 生 能 正确 令 
述 尘 昌 理解 及 函数 与 复合 画 数 定义 。 

复习 一 下 反 消 数 的 定义 

如 果 对 于 阔 数 f: 天 ~>R 的 什 域 忆 一 了 CX) 中 的 每 一 g， 


一 


痢 有 唯一 的 x 香 得 /0 一 yy， 规定 对 应 关系 :jy 一 >*。 这样 
确定 的 省 攻 广 二 一 >R 叫 艇 半数 了 的 反 活 数 。 

世 本 以 把 说 法 稍 袖 改 恋 一 下 : 

加 入 了 玉 一 RR 的 和 疆域 是 Rl。 三 然 对 全 个 8E RI， 方 程 
(一 站 症 中 至 少 有 一 个 解 X*， 好 有 果 对 每 个 ¥E 局 ， 上 述 
的 解 x 是 蛤 一 的 ， 规定 上 8 一 >x, 这 样 确定 的 沙 数 :RR 一 RR 

四 要 本 政子 的 及 区 数 . 

雯 习 1 证 朋 ， 如 果 对 于 喇 中 的 任意 XX ，zxzi 由 下 XY 
可 推出 了 (G3;) 关 有 Xs)， 则 了 有 及 函 数 。 

练习 2 证明 ， 任 和 僻 严格 单调 的 函数 必 有 反 冰 数 , 荐 “ 严 
糙 单 调 ” 玫 为 “音调 ”。 鱼 论 还 成 立 码 ? . 

练习 5 游 列 数 广 有 上 反 册 数 ， 那 么 f 一 定 严 格 单 调 吗 ? 


弹 习 4 证 明 函 数 y 7(z) 一 六 (人 一 人 


《一 民 一 2 十 co 有 反 珊 数 ， 并 求 出 其 表达 式 。 
证 明 此 处 基 = {一品 十 50) (一 (一 ce， 十 co 


对 每 个 YE (一 9， 一 00)， 方 程 -0" 一 6") 一 # 有 有 险 一 解 


R=ln{(y vt) Rly H+o0y 
使 站 y= 二 了 (xX) 的 及 函数 ， 

再 复习 复合 联 数 定义 

说 了 9 是 函数 ， 品 、DD,、Ri、R 的 意义 如 前 记述 。 如 
时 凡 叶 刀 ,; 于 是 对 如 中 入 个 XxX， 了 2) ED 因此 594 (XW)) 有 意 
久 ， 规 党 一 >g(f (x)) ， 得 到 的 画 数 记 作 ge- 了: DR 由 做 f 
与 9 的 发 从 立 数 。 显然 Dio1 二 出 ， 


-一 上 日 一 - 


出 室 衬 加。 了 三 9 可 明和 揽 合 的 条 件 是 ， Ri 二 DD,， 
练习 1 渭 数 Fo x: 十 1] (0) 二 In% 证 己 复 合 蚂 * 如 
果 可 以 复合 ， 将 g°f 表示 出 来 。 
解 DD 一 {一 00; 十 co0) 本 =(1， 十 00) 
万 ,一 《0 ， 十 cc) 
由 于 避 D,， 喜与 9 可 以 复合 ， 复合 戌 的 阔 数 是 
of:D——>R 
(和 上 一 nt 十 了 >》 
蔚 说 95CFo) 一 ln 经 十 1 是 了 与 9 的 复合 国 数 。 
练习 2 ”练习 1 中 的 8 与 所 与 六 9 与 9 是 否 可 以 复合 
为 fo9，f 了 ef ，、9°92? 如 果 可 以 复合 , 写 出 复合 匣 数 的 表达 式 。 
《 答 ， 了 与 1、 9 与 了 可 以 复合 9 与 9 不 本 以 复合 。) 
练习 3 国 数 了 (2) 一 sinx 与 090(x) 二 Inx 可 以 复合 成 gof 
3? 
由 于 及 二 [一 4，11， 妃 , 二 (0, -上 ce) ,总 过 也 ， 捞 据 定 
义 刀 了 与 9 不 可 以 复合 . 
但 划 果 将 了 的 定义 域 盎 小 为 X= U {2ht, (2k+ 1) 7), 


则 忆 / 二 D,， 于 是 了 与 9 可 以 复合 ，。 严格 说 来 ， 这 上 里 的 了 站 与 
开始 上 的 了 不 是 一 个 男 数 。 我 们 把 定义 域 缩 个 为 于 | 上 抽 的 极 数 
是 做 亢 数 了 在 元 上 的 限制 ， 记 为 及 xz， 。 因 此 严格 说 来 这 里 


的 复合 实际 是 fiz 与 9 的 复 侣 ， 不 过 通 溃 仍然 简单 地 说 成 
与 9 的 复 舍 ， 并 用 8) 一 lnsi -表示 。 炸 同样 的 还 
和 解 ， 拭 避 2 中 的 g 与 g 可 以 复合 成 9 (90?))==In lin xX， 它 
欧 定 义 域 是 (1， 十 co) 。 

还 要 注意 。 与 9 的 复合 同 9 与 的 复合 不 是 一 加 事 ， 


一 了-- 


§ 4 ”数学 归纳 法 


当 证 明 与 任意 自然 数 有 关 的 命题 P( 习 时 ， 带 可 采用 
数学 归纳 法 的 证 明 形 式 ， 首 先 证 明 命 是 PP(1) 正 确 ; 然后 证 
明 只 要 命题 PLB 正 斑 ， 则 命题 Pk 十 1 正确。 完成 了 以 上 
两 个 证 明和 步骤 ， 就 可 以 肯定 ， 对 和 任意 自然 数 *?， 命 古 Pm 下 
确 ， 

在 习作 课 工 ， 可 以 选择 一 些 有 用 的 等 式 及 不 等 式 ， 其 中 
负数 由 读者 练习 用 数字 归纳 法 证 明 ， 少 数 可 作 例 题 讲解 ， 

例 1 试用 数学 归纳 法 证 明 


1 十 32 十 wa 十 - 他 2 一 去 xn 1T7》 {2 十 1» 


例 2 证 明 2' 关 WW 当 n> 5 时 成 立 ， 
提示， 由 归纳 假设 知 ，26 一 2228 因此 只 需 证 
2 这 > (8 二 -1) 即 可 ) 
2 1 
2 AAA28 十 1 “ 


全 5 证 明 不 等 式 亡 " 守 … 


证 及 (i) 当 " 一 1 时 ， 地 << 李 入 ,不 等 式 成 立 ， 


《ii 若 当 1 一 6 不 人 替 式 成 下， 


出 土 3 28 一 1 28 十 1 < 上 1 28 十 工 
2 2 281) 2k+1 2Ck+1) 


28 十 ] 1 
因此 只 要 证 明寺 工 元 i GTTD ~vV RT (*) 


则 就 证 六 了 当 f= 二 上 十 1 上 时， 不等式 成 立 。 

上 述 ( 冰 ) 式 成 立 ， 上 内需 (2R- 十 4) (2k 十 3) 之 (2 十 2)3 

苑 ”4 机 :十 8R 十 3<48? 十 8 上 8 十 

最 后 的 不 等 式 最 然 成 立 ， 因 而 (< ) 式 成 立 。 

由 (ti), (DD 知 ， 原 不 等 式 对 一 切 日 然 数 # 部 成 下 

全 #4。 设 环 ,5 销 为 正 数 ， 

证 明 ，2 goa < 

这 是 一 个 着 名 的 定理 :任意 有 队 个 止 数 的 几何 平均 数 不 
超过 其 算术 平均 数 。 关 于 这 个 不 等 式 有 许多 有 趣 的 证 明 ， 或 
者 是 直接 用 数学 归纳 法 ， 或 者 十 利用 数学 归纳 法 的 变形 ， 这 
里 介绍 儿 种 证 法 ， 课 上 上 可 介绍 一 两 种， 其 祭 的 供 套 考 。 从 这 
里 可 以 学 习 运 用 数学 归纳 法 证 题 时 的 一 些 技巧 。 

证 法 1 (直接 用 数学 归纳 法 ) 

Ci) 当 #8 = 二 1H 时， 二 不等式 成 立 

{iD 沙 当 ?一 R 时 ， 有 省 GG 二 


册 当 n= 十 1 时， 
.Ge 十 ee 
如 ! 十 人 十 二 0 十 G4; a 上 
k+l1 加 kR+1 


| -了 . 
症 人 


~ Re/ oa Bt 十 Girl . 


RR 十 1 
E41 GE， 1 = 


2 
X00 #0 
i 0 


这 I 谍 讨 : 
| 
好 1 十 十 … 十 它 ; -i+1 i Gs 7 i Gt 
， 一 Fs + i 
怀 十 1 
户 Wd 让 | 人 = 区 一 总 一 一 人 一 一 
一 tf its oe O41 
ER 十 1 | 


Roxcttl .tl Rty — ty 


Rxt+i yt+! 也 
= 一 ”天 一 站 = 一 
y RR 十 1 


Pr — 1 一 。 上 一 时 t=l 
he yt 


CEE oi) + (ty) 十 … 十 
{x — yy) 

_ x) tl 有 一 和 . _1 _ 
一 一 CY 十 地 土 十 (0 二 和 轨 十 


0 


rp 


因此 不 等 式 当 # 一 上 十 1 时 戌 立 。 


由 (i 、({ 让 徊 ，、 对 任意 ”， 不 等 式 成 立 。 
如 果 将 原 不 等 式 进 行 适当 变形 ， 仍 用 数学 归纳 法 进行 证 


明 ， 其 中 推算 可 以 简单 些 ， 


还 法 2 原 不 等 式 与 以 下 不 等 式 等 价 


-~ TU Ti er Hi bid di ee a a 


区 0  .. , 


A Ql 本 Qi 本 由 面 实 。 a ts rr 地 。 


说 b, = 0 kf 一 1， 2 


| : 

再 此 只 要 证 明 以 下 命题 即 可 : 
4 和 疡 ,ev Db 是 正 烤 ， 县 总 昌 并 

出 玉 十 酌 十 :十 本 3 光 2 

现在 用 数学 归纳 法 征明 这 个 命题。 

i) 当 # 二 1 b, = 命题 成 立 。 

《ii 车 当 #=R 时 ， 俞 题 成 立 ， 即 ， 

若 bb， bs ,+ b> 0, 且 旨 ， * pp 一 1 风 
,Te Pe 

看 = 二 十 1 时， 饼 形 如 人 向。 设 已 ， b,, “2 bys 站 

且 b, 。 bs- bes Birt=1 

若 五 -ps 一 -一 6, 二 441 二 1， 命题 显然 成 立 ， 

若 b., bz， ” bp 不 全 为 1， 则 由 于 ,+5 = 工 。 
则 诸 台 中 必 有 大 于 1 及 小 于 者， 适当 调换 纺 之 足 码 i ， 可 
设 CE 1 业 brn 1 
于 是 由 (1— Bb1) (1— bn) < 
推出 Bi 二 b> bi ben 二 + 1 ( 关 ) 
男 一 方面 ， 让 于 总 * b, "+ bi - (Cb, Pi 一 1 工 按 归 纳 仍 
设 有 ， 


六 十 本 二 :十 Bi 十 (Cb, bers) > 
因而 b+ 及 十 "十 Bi 十 biri 
一 包 十 六 十 二 下， 十 (是 下 


> Tb) 十 二 

二 1 
因此 当 1 二 十 4 有 时， 证 题 成 立 。 

由 (5i)7 及 (ii 和 郑 ， 对 企 意 自然 数 sa， 命 题 成 立 。 

上 以 上 证 明 (i) 时 ， 在 归纳 假设 下 ， 先 证 唱 (六 ) 式 ; 
进击 再 利用 《 米 ) 式 证 明 当 = = 有 二 1 时 命题 成 立 。 这 是 综合 
法 的 表达 方式 。 那 妇 如 和 想到 先 证 出 〈*# ) 式 呢 ? 实际 上 ， 
在 归纳 假设 下 〈 即 当 ?一 中 时 命题 成 立 ) ， 要 证 当 n=k 十 1 
时 命题 成 立 ， 稍 加 分 析 便 可 看 出 关键 在 于 证 中 (#) 式 。 在 中 
学 证 明志 何 或 代数 问题 时 ,经常 采 用 这 种 分 析 一 一 综合 的 思 
洗 方 法 。 

以 下 两 种 证 明 方 法 是 数学 妇 纺 法 的 灵活 运用 ,或 者 说 是 
归纳 法 的 变形 。 

证 法 5 要 证 oo as (全 + 二 汪 土 中 


(i) 在 证 法 中， 由 当 #= 有 时 不 等 式 正确 推导 当 4 一 
8+ 1 时 不 等 式 正确 是 比较 困难 的 。 但 是 由 #1=5 时 的 正确 性 
指导 # 一 2& 时 的 正确 性 却 很 简单 ， 只 枝 利 用 我 们 所 器 一 的 不 


等 式 V5B < 二 二 即 可 ， 因 此 我 们 可 以 先 证 明 不 等 式 对 
一 奶 ?一 2 成 立 〈 只 体 证 明 册 同学 补 上 ) 
(i 再 证 天 不 等 式 对 一 切 g> 2 ， mn 和 成 立 ， 设 


2"<N "Tip 
考 屿 Tistey ra Os Bis m+ 


G1 十 4 十-… 十 4 
其 中 他 1 一 健一 一 人 = 一 一 


( 即 在 ca:y …yau 后面 添上 请 一 二 个 数 ， 使 得 其 原来 的 算术 
平均 数 o 一 -人 士 呈 二 二 十 % 保持 不 变 。) 由 (i) 知 ， 
a ( -2 pp 
i a ff ~ 二 pb 
而 {1 Or ~] * Ft 


(2 -( #8 十 pe ) = 


1 Os 0 or 


QL ard 一 (te )" 


由 (i 及 (i 知 ， 对 一 切 自 然 数 1 不 等 式 成 立 。 
证 法 4 


《i) 证 当 2# 一 公 ， 不 等 式 成 立 。 ( 同 证 法 3) 


(iiy 证 荐 当 "*=m 不 等 式 成 六 ， 则 当 +# 一 mm 一 1 时 不 等 
式 刻 立 ， 


着 arora < 


避 证 "A < 


全 8 一 -一 和 则 9 十 Gs 十 十 Gw1 = 《pr 一 4) 


A ET 
ml 
A di0s Go! Sb mn 
由 i) {i 知 ， 对 任意 委 然 数 *， 不 等 式 成 立 。 最 后 这 
种 证 法 是 柯 西 提 册 的 ， 与 证 法 3 基本 思想 是 一 至 前 。 与 证 
法 1 炎 比 。 它 们 显得 更 如 巧妙。 
例 5 试 证 不 等 式 互生 Cs 4 
式 中 4、G、 吾 分 别 玲 示 4# 个 正 数 4，6,，…:，0, 的 算术 举 
均 数 、 几 和 柯 于 均 数 与 调和 平均 数 ，。 


其 中 调和 平均 数 玉 = 一 了 一 一 一 ~ CO Ga 9 


十 工 十 十 
Ti 本 好 


鲍 数 的 算术 平均 数 的 例 效 ) 
证 例 ( 4 ) 证 胃 G< 4, 又 将 例 4 用 于 于，， … ， 工 ,得 ， 


推出 玉 志 GG 
将 两 个 不 等 式 联 在 一 起 ， 得 ， 
HGSEA 


证 芝 当 且 从 洒 9 二 


人 下 上 一 :人 
天 这 丰年 式 : 
te p 
CO! 3 他 是 ?个 正 数 ， 


1 1 YYy- 
Hh 《这 1 下 dO, 7 ! 全 C 1 . 1 -> 一 -上 i 二 王 ) i 
1 二 > 好。 


; nn . -. 
fr -! Hs -! 人 RE 


* -hr , rr 一 ‘eT 
上 区 人 了 他 2 上 人 向 


Ei 
风 ab" ( 27 ) 二 1， 
了 


C0) i 


网 1 二 1) 
Cd) 当 F 一 1 "<( i ) 


$ 5 不 等 式 与 绝对 值 不 等 式 


在 $ 4， 利 用 激 学 归纳 法 证 明了 一 些 不 等 式 . 由 于 在 儿 
学 分 析 中 经 常 遇 到 证 不 等 式 与 解 不 等 式 的 问题 ， 因 此 在 本 节 
继续 做 些 关 于 不 等 式 的 练习 ， 

证 不 等 式 的 意 夺 很 济 楚 。 所 训 解 不 等 式 ， 就 是 找 出 满足 
不 等 式 的 变量 的 一 二 刍 值 。 方 法 是 将 原 不 等 式 进 行 一 系列 等 
答 剖 形 ， 最 后 变 成 一 个 简 半 的 不 等 式 ， 而 满足 这 个 不 等 式 的 
普 量 的 数值 范围 是 显而易见 的 。 

关于 解 绝对 值 不 等 式 。， 上 述 原则 也 是 适用 的 。 下 面 是 对 
绝 削 位 不等式 进行 等 俐 变形 时 常用 的 方法 和 根据 。 


一 15- 一 


局 


设 A4，B 次 为 某 个 分 析 式 于 ， 则 
<i) 当 8 半 时， 
14Al<B > — HA<B 
i4l 关 BB 寺 > 4d 宇 8 或 .A 所 一 8 
《ii 戎 4、 瑟 转 非 负 ， 则 : 
A<B< 和 > 
尾 别 地 ， 老 数 G>0， 
则 [fx ax) 
[fx | 
注意 ， 上 述 诸 不 等 式 命题 都 可 以 改 为 严格 不 等 式 命 题 。 
沈 做 志 个 证 明 不 千 式 的 练习 
例 1 试 证 : 对 任何 实数 8 8s, ,9 D6， bb,， 
不 等 式 【GD 十 本 本 十 十 名 站 < [23 十 G 十 -… 十 923 。 
(of 十 pb 十 … 二 5) 威 立 。 
证 令 瑟 一 0 十 本 放 十 … 和 十 gp 
一 好 十 四 十 十 G 
C= 十 百 ; 十 .十 吾 
原 不 等 式 为 B: 一 AC 所 0 及 40 
内 此 只 要 证 明 六 2) 一 AN? 二 2BX 二 CC 六 0 即 可 
fT) =AN +2BY+C 
= {dio2 二 +0) Yb + 
十 GD 下 十 (Di 十 吕 tb:) 


凋 
一 《9 不 十 吕 )22 0 


jl 


B—ACSO .， 原 趟 等 式 成 立 ， 
一 让 一 一 


这 不 等 式 叫 施 矶 效 【Schwarz】 不等式 ， 是 一 个 非常 布 

用 的 不 等 式 ， 将 此 不 等 式 两 边 开 方 ， 得 ， 

[ob + gabs +- + ab | 

Vat alt + ol Vv b+ b+..+ 6 
如 果 a = 《a502,…,0)，8 二 ( 负 ， 抽 ，…，b,) 表示 +# 维 空间 
R 中 的 疝 量 ，< 人 > 有 | 用 分别 表示 庆 中 的 肉 积 和 模 ， 
出 施 巨 北 不等式 可 以 写成 

[<a, b>1l<llall .Hol 
当 # 二 2，3 时， 它 有 明显 的 几何 意义 ， 


作为 练习 ， 可 应 用 施 巨 效 不 等 式 证 明 以 下 几 个 不 等 式 ， 
(oa) p+bc+rcasa:t+bh +o 


(6) 车 cqgz…，a* 是 正 数 ， 则 
tT 十 Gz 十 呈 十 0,) 《二 十 工 十 .十 工 ) ~>nt 
Le 本 2 避 。 


《Cy 对 性 疼 28 个 实数 Ors ay "op hy bs bas +, b,, 以 下 
不 等 式 成 立 ， 
~ ca Db 十 (Gs 十 0) 3 二 +=* 中 《站 。 十 如 


Sv GE GE 十 十 0 十 人 十 让 十 十 站 
1 .1 
(qd) 《1+ 地 二 + 于) 2 
[提示 ， 用 施 瓦 兹 不 等 式 易 证 
(1 十 王 二 十 工 )2< rz 《1 二 寺 十 ,十 于》， 再 设法 
2 入 2 1 


证 右 端 插 号 内 的 式 子 小 于 23 


让 于 以 用 数学 轨 约 法 证 (d )) 

全 2 试 证 不 等 忒 
lacosxw 二 6 sinx| 三 A 二 他。 

证 法 1 将 不 等 式 丙 边 平 方 *， 得 : 
G2zcoszx 十 abcoswsing 二 intx 和 十 术 

1 sintw— 20Dcosxsinx btcos:x 0 

中 Casinx— bcos 0 
原 不 等 式 咸 江 ， 

证 湛 2 因为 
COS +bsing _ 

Yt vntb’ 

— sin tetx) 


。 -1 时 
其 喇 m=te 人 


而 |sinfkmp 十 内 | 二 工 “. 上 原 不 等 起 成 让。 
证 法 了 据 施 机 让 (Schwarz》 不 等 式 ， 得 ; 
[acosxw + bsinx | Cb } Ov cosix i sinix ) 


bp - 
J i Sn 


cosX 十 


-VtF. 
次 做 儿 个 解 不 等 式 的 综 习 . 
例 5 解 不 等 式 | 十 3x 一 4 | 半 x 十 3x 一 4， 
和 解 由 于 |y| 交 yy<0， 
因 上 昧 不 等 式 与 以 下 不 等 式 等 愉 : 
2 十 3% 一 于 志 0 


* 注意， 这 是 等 价 变形 ， 后 订 儿 步 也 蚌 。 


解 之 得 一 4 万 x 之 1， 


例 4 


解 不 等 式 | lx 二 11 一 lx 一 11|<1. 


解 | x11 一 lx 一 11|<1 


< 挟 一 汪 
< 一 
< 
> 


> 


二 


例 5 


解法 与 例 4 类似， 解 为 *> 汪 或 “< 一 


(x+ 172— 2 |x5— 1 | 1)2<1 

+ 1 (x 1)<1/2 

[x*— 1 |>x?+1/2 

/2 成 形 一 1 二 一 0 十 172) 


1 


了 一 
2Y 和 了 了 

1 1 
2 


解 不 等 式 | lz +11 一 lx 一 11 |>>+. 


| 


或 者 说 解 集 为 X= (一 = 一) UC, +00) . 


以 上 例 4 、 例 5 也 可 以 采 联 其 他 和 解法， 分 别 在 (co, 一 1)， 
CL 一 1， 12 及 (1, 十) 内 考 谎 ， 原 不 等 式 的 内 层 绝 对 值 符号 
可 以 去 控 ， 再 进一步 求解 ; 或 者 先 去 掉 外 晨 绝 对 值 符号 ， 再 
进一步 求解 。 


§ 


第 二 章 ”数列 的 极限 


1 数列 收 敏 性 的 判定 1， 按 定义 证 明 数 询 极 限 


接 定 尽 证明 lo 一 4 的 关键 在 于 证 明定 尽 中 不 {8) 的 


存在 。 《对 具体 的 {zj， 党 常 可 以 求 出 六 起 的 值 ,) 


方法 1 直接 解 不 等 式 |% 一 01 < 求人 (9)。 
例 1 设 |gl< 达 1 证 明 End 一 0。 
证 Ye 0， 解 不 等 式 |g 一 0 <s 


lge 
> 了 车 到 NN Ce) 一 [各 站 | ， 出 当 = > 人 


| 人 一 0 | 二 se， .Lina=0, 
例 2 证 时 lm 人 ~ , 


证 Ve> 0， 解 不 等 式 ”| 和 2 一 21<e 


2 _1T2. | 
n> 一 1， 可 取 六 Ce) [2 1 |. 
例 5 证 明 limw a — 1 Ca>1),，, 


mr nk 


证 Ye 二 0， 解 不 等 式 |3% ea 一 1 < 


1 | 1 . 
得 "og ci +e) 司 取 NN (一 | tal 


然而 不 等 式 |x, 一 8 | < 并 非 总 是 可 以 解 出 的 ， 因 此 这 
种 方法 只 适用 一 些 极 简单 的 数列 . 
在 谈 第 二 种 方法 之 前 ， 先 磊 一 个 例子 。 


pl 
例 4 证 明 lmgjs 一 0 。 
2 一 1 | 27— 1 
证 不 等 式 | 织 寺 1 一 0 |<e。 即 ” 妆 = 二 <e 不 易 求 


解 ， 因 而 想 按 方法 1 求 N (e) 就 很 困难 。 


28 一 了 
我 们 把 Bey 0 | 适当 放大 
2n— 1 _ 2 
97 十 7 Ore 


对 不 等 式 的 右 端 ---， 当 = 充分 大 时 ， 它 的 亿 可 以 任 站 小， 
国 而 左 堪 也 可 以 任意 小 。 具体 地 说 ，YWs> 0 ， 由 ;25 < 解 


出 ?> 过。 获取 NN (2) -[V2]; 刚 当 # 之 (le) 时 ， 


之 
Dn 


. 2n— 1 
(四 而 | 关于 一 9j< 过 <。 


Oo dr 


小 昌 28 一 1 
这 就 证 明了 lim 2 一 4.=0， 


由 法 上 证 法 归 续 出 让 下 的 
方法 2， 如 果 |xs 一 0 | 二 :不 易 求 解 ， 可 以 设法 先 把 
jx 一 64 | 通关 其 隋 天 | 知 一 和 |】 委 另 () 


《 例 4 中 的 , 训 音 站 是 gq (m) ) ， 然后 通过 解 o( <e, 求 N (2)， 


记 亩 “过 当 地 放大 ”就 是 慨 求 放大 的 (0) 必 须 仍 是 无穷 小 
盘 ， 不 过 形式 较 |xs 一 a | 简单， 因而 9 人 <e 校 lz 一 | 
< 容易 求解 。 

这 和 方法 是 常用 的 。 这 里 我 们 明确 了 * 适 当下 大 ”的 奈 
出 ， 下 而 要 通过 一 定数 量 的 例题 及 练习 ， 使 读者 全 扣 一 上 
当 放 太 的 办 法 ，、 

例 4 中 的 jz 一 4 | 是 一 个 有 理 分 式 ， 采取 分 于 放大 、 分 


去 缩小 的 办 法 将 其 放大 为 PP) 一 5 


jar ;or 


艺 是 无 穷 小 量 ， 因 
放 放大 是 适当 的 。 也 可 以 将 ix a 1 放大 为 .s 或 考 是 了， 因 


大 后 的 FCmD 不同 ， 求 得 的 NW Ge) 一 般 也 不 相同 ， 不 过 从 极限 
的 定义 来 看 ， 这 是 无 关 紧 要 的 。 

还 应 当 注 意 ， 定 义 中 的 入 (2) 具 能 与 有关， 绝对 不 能 又 
依赖 于 n ， 如 在 例 4 中 ， 采 取 以 下 的 解法 ， 就 有 问题 。 


gn 1 0|< | 
ONT < ry 


因为 


: 2 LL >2 失 /2 了 7 
到 使 5 只 需 时 本 7 > 二 即 守 > 


落 取 Ne =[Y2- ?| 则 当 # >>N(e)， 


zz 1 
35 下 7 

上 上 述 证 时 正式 上 似乎 带 得 过 ， 实际 是 错误 的 。 因 关 求 得 
的 六 与 # 有 有关， 所 已 并 未 证 出 。 对 每 个 正 数 。 ， 都 舱 找 注 蒜 
一 确定 的 项 xs， 在 它 以 后 的 一 切 x;, 满足 |x: 一 01<e ,这 种 
错误 有 反映 出 对 极限 概念 还 不 清楚 ， 即 令 说 是 芯 忽 也 是 不 多 许 
的 。 


— 0 |<e, 


,ps ;3 58 十 11 
EH lim 一 
便 5 证 明 ln 二 1. 


证 考 碟 、 
Bt < T7797 


3 一 各 十 友 mn 603m 3n 
392 十 5f 十 11 7 
Ye>0， 要 使 6 1 |< 志 <。 


了 7 
只 需 #>> 训 - 可 到 NN 人 一 max{6 .| 区 | } 
例 5 殉 证 法 与 讽 4 类 似 ， 世 是 将 有 理 分 式 的 分 子 放 天、 


一 23- 一 


-- 二 一 一 一 一 一 一 一- 一 一 一 下 room 二 iceeeeeieierihinLiiaiialiiarer dhe HPF 人 和 1 me PH ra en er rr Hart rie mp mhr 


分 母 缩小 。 但 必须 时 刻 注 意 放大 后 的 p (m) 仍 是 无 穷 小 量 , 否 
型 将 不 溃 从 不 等 式 p {mmD) <e 求 出 适合 定义 要 求 的 NN {2)， 

、 > 3 二 | 好 

例 8 证 明 lim pp 


有 的 学 ' 生 有 用 以 下 证 潜 : 


3. 
2 汪 
EE 


2 4 一 - 之 < 机 < 


yew 0, 了 Xn 
总 3 
站 一 |- > . 
只 从 4 > 4 了， 可取 N (0) =[ 3 |. 


以 上 证 明 是 错误 的 。 实 际 上 不 等 式 刀 二， < 与 


(Ce 一 2 ) #4 守 3 答 价 ， 仅 当 e> 到 〔( 即 4e 一 2 > 0) 时 ， 能 解 


出 ?> 元 二 本 ， 从 而 可 令 W (9) 一 [二 |]; 而 当 0 <e<1y2 


《48 一 2<0) 时， 对 任意 自 热 狐 n， (4 一 2) 7 一 3， 
因而 全 >e, 这 样 就 求 不 出 合 于 定义 的 N (e) ， 产生 这 种 错 


误 的 原因 是 将 |x, 一 3/2| 放大 成 的 gp (np 二 2 3 记 不 是 无 窗 


小 量 ; 而 解 不 等 式 又 没有 注意 4s 一 2 人 误 以 为 它 一 定 


是 正 煞 。 
象 例 4 一 6 这 类 情形 ， 放 天 后 的 g(9) 仍 是 有 理 分 式 ， 容 


易 判 断 它 是 不 是 无 穷 小 量 。 


例 6 中 证 法 的 错误 很 上 明明， 不 见得 会 有 许多 学 生 犯 这 种 
错误 ,但 同样 性 质 的 错误 ， 时 有 发 生 ， 特 别 是 当 1x。 一 a | 多 
复杂 时 ， 稍 不 注意 就 会 出 现 放 大 过 分 的 毛病 。 

如 时 分 式 中 出 现 根 导 ， 将 | 一 习 | 放大 时 常常 需要 将 分 
有 下 分子 用 间作。 

ii EE 


全 一 


证 Ye>0, 要 使 |- 和 10 1 


dt 
(vn 0 二 my < 
2 4 
只 需 sa> 可 下 wo=|<|. 


(直接 自 jx. 一 q<e， 求 NW (ei 也 不 难 ， 可 试 试看 ) 
类 似 地 ， 证 明 以 下 两 个 极限 
lim (Cv 1 ~ }=0 


时 。 在 将 |x, 一 ol 适当 放大 的 过 程 中 也 可 将 分 子 (或 分 母 ) 
有 理化 〔 留 作 练 习 ) 。 


例 8 证 了 明 lm 0 
证 明 分 于 是 碟 ， 又 按 二 项 式 定 理 ， 分 长 可 写 为 
ne no ， 人 (一 1)》 2 ， 件 ( 才 一 1)》 人 一 纺 ) 上 
3 (1 十 分" 一 1 十 2 十 一 2 二 
十 一 十 2"， 周 此 当 Hz3,3 前 展开 式 中 就 包含 了 4s 的 革 深 


多 项 式 “一 上 信和 2 29， 弃 去 其 余 的 项 ， 得 ， 


1 说 3 导 


3) 
3 各 mn 一]) (nmn—2y 4*m— 1) 《mn—2) 曙 


上 式 右 方 仍 是 无 穷 小 重 ,但 形式 还 嫌 复 杂 . 再 放大 得 简单 些 ， 


3 3 
1) m2) 


_3 z 
= 证 ,小 


2 


[i 
2 
Ve>0， 取 N(e) =mar {4,[-3-] }， 当 ">wee) 时 ， 


| 0 | <3-<e im. 
在 以 上 证 明 中 ， 因 为 分 子 是 六 ， 所 以 需要 把 分 母 3" 缩 小 
为 "的 三 次 多 项 式 。 如 果 证 明 im 本 一 0 ,也 把 3" 缩 小 为 


的 三 次 多 项 式 ， 就 把 整个 分 式 放 大 得 过 份 了 ， 这 时 显然 应 当 
把 分 漠 3" 缩小 为 4 的 四 次 多 项 涝 .把 以 上 层 足 用 下 式 志 达 ; 由 
于 6>>1， 可 设 6 一 1 十 4 (4 


—26— 


i i 


其 中 Pi tn) 是 # 的 R 二 1 次 多项式， 人 本 形 式 简 单 的 
泡 穷 小 量 ， 

对 例 8 还 可 以 考 虚 另 一 种 证 法 ， 将 3" 与 # 吉 以 比 较 ， 容 
易 铺 想到 从 某 个 机 之 后 永 衣 有 3" 宝 于 。 这 可 用 数学 归纳 法 证 
间 ， 当 然 要 措 进 具体 的 1 来 《这 很 容易 )。 剩 下 的 放大 的 工 
作 就 简单 得 多 了 (作为 练习 ) ， 


人生 9 证 明 lim =0. 


证 ”考察 
0<_108 .100x 100X" “XI100 100x100x…X100 
3] 1-2- 100 101 x 102X -… x 


100x 100 x .x100 1g100 
Moixi02x xn Mn (>100) 


VY 8> 0, 3 Te =maxllo0,| -02 | }， 当 n>N (6) 时 ， 


< ,", Em 


介 “ 


0 一 -< 一 中 一 =0. 

到 此 简单 小 结 一 下 由 现 在 人 阐 4--9 中 的 x, 都 具有 分 式 形 
式 ，(《 基 中 有 些 是 以 9 为 蛮 数 的 有 理 分 式 ) ,当然 | 如一 引 世 可 
号 成 分 式 ， 象 侈 4 一 6 这 种 有 理 分 式 , 可 采取 放大 分 子 , 编 小 分 
母 的 办 法 ， 如 果 分 子 训 分母 中 内 现 根 式 ， 则 分 子 或 分 母 的 有 
理化 或 许 对 放大 有 所 帮助 ( 例 ?7 及 练习 )3 如 果 出 现 了 指数 形 
式 , 则 本 借助 于 二 项 式 定 理 { 例 8). 面 在 例 9 中 ,采取 了 “部 分 


一 2 一 


放 太 ”的 办 法 。 即 先 限制 fn 宇 i, 可 将 |xn 一 6| 放 大 为 p(s 
再 由 解 pt < ,得 出 n> 和 Ws 于 是 有 联 入 (8) 二 max{Ni,Ns}s 
nN te, | xd | <, 
上 面 说 的 几 种 办 法 是 常用 的 ， 要 通过 一 定 的 练习 达到 基 
六 区 掌 捧 , 下 面 再 举 两 个 例题 ， 其 证 明了 世 要 上 牛 到 二 项 式 定理 ， 
例 10 证 明 im ~ a =1 a> 1) 


证 仿 启 =~V 0 一 1， As 0 二 1 十 疝 


oC Fé)" Ln Tl htt 


a—1 


0 过 高 之 有 


0—1 


Ye>0, 取 N(e) 一 [ | ,由 当 > We) 时 ， 
| aa 一 1| 王 用 <e .. lm < =1, 

例 11 证 出 lm n=1. 

证 令 % 1 一 1 一 


1 一 1 


(3 


0 < / 二 (n>2) 


Ye>0, 可 NGo ~aaxf2,[ 名 +1] 上 网 当 mw， 


一 一 小 骨 一 一 


| < <e, 
天 -一 上 


fm /AH 一 1。 


有一 cy 


注意 ， 例 10, 例 11 世 可 先 把 ]x, 一 8, 分 子 有 理化， 再 透 
当 放 大 (和 留 作 综 习 ) 。 

试 分 析 下 画 的 证 法 是 否 正 确 ? 【 例 117) 

Ye>0, 要 恒 | 六 王 一 1 一 光一 < 只 须 


二 lan<lnd 十 2 ， 就 是 要 


lnfl1 十 呈 .一 lInt1+£) 


I A ja2 C122) 


下 < 
+ 


In 


浊 “六 一 亲人 二 可 


__ ln2 、 
者 取 闪 te) =—max{2, [一 ry | 和 则 当 iP> 六 (2) ， 
1 下 -11<e。 因此 lim YH 一 1 


认真 分 析 一 下 就 会 发 现 ， 当 po 时 ， 不 络 焉 
1 一 1 < 并 不 一 定 成 立 。 这 是 因为 当 m 基 六 人 时 ， 


1 押 人 1 十 号 1 -intl+tes 
1 和 一 全 于 成立。 而 由 此 不 能 推出 二 <- 也 于 二 全 
成 立 。 即 1Y 宙 一 1| <e 不 一 定 成 立 。 


最 后 举 两 个 部 份 放大 的 较 复 获 的 例子 ， 姐 不 能 要 求 所 有 
一 29— 


读者 都 立刻 掌握 这 种 方法 ， 
例 12 《数列 前 r 项 算术 平均 催 的 极限 ) 
试 证 明 ， 若 lm wa WM 三 tn NL 


一 好 
显 —r"ts [3 
证 出 于 lm x=4, Ye>0， 3 Ni， 当 n> 时 ， 
| xn 一 < ， 于 . 鞍 当 n> 时， 
Eid| 
过 


车 
| 0| 7 |x 一 人 


此 


+ me| [xr | 二 | | 
站 


< 和 一 由， Ea | [EM 


和 -| 


+ n 2 ~ 2 " 


其 中 4=[ 一 8| 十 | 一 81 十 … 十 |Xwy 一 9] 是 一 个 定数 ， 


_[ 24 
3 令 N:=|-2 | 
戎 取 闪 6 一 maxzfg， No}， 刚 当 n 二 入 时 ， 


| 十 区 gs 十 四 十 m 
必 


再 由 向 < 解 册 n> 24 


刁 多 


| 2 
,一 a 
“| < + 


£ 恬 
< 十 二 -一 8， 
2 2 


例 15 车 1m 加 一 G， jim y=, 


看 一 声 四 吕 


求证 。 lm -加 加 十 4ato-: 卡 … 十 2o3， 一 ab8。 


证 因 lm =65 fo} 有 界 ， 即 3>0, 使 [如 | 天 如 


‘R= 1 2 °°") 


记 2 一 此] 站 十 wo de | 
将 


Ei 


十 好 人 1 十 王 十 十字 


二 ts 十 届 ， 


mu 一 ep 上 要 证 Jim =0 即 可 ， 


和 一 


由 于 lm x=0， 为 Ye>0, 3 Ni 当 n>NV 时 ， 


| 和 一 1<5 必 “ 当 pw: 时 ， 


| | — {10 Yr 一 动 Bn-N, = 
天 


下 《Ni ri Ya 于 十 《YXn 人 人 1 
寻 


| Belri ol 二: | x 一 他 | NB ， .| 
村 


所 2 瑟 


”这 里 用 到 极限 的 运算 定理 ， 常数 因子 可以 提 独 没 限 符号 之 前 . 


< 其 中 M 一 Bimal 十 |x| 


科 
十 |*w， 一 0|) 是 一 个 定数 ， 闭 取 
Te) —max{N:, [2 | }, 则 当 #>> 入 C8} 时 ， 


Mr £ 8 二 
in 二 ”十 一 一 < 一 十 一 -一 吕 
[wm| < 二 十 2 7 + 
limith, = 0 于 是 limz; 一 时 ， 
练习 1 证明: 车 1imx 一 十 ce， 出 


Ii 区 1 十 zs 二 十 计 n 
i 


呈 . 一 sc 


= 十 co。 


著 将 十 co 改 为 一 o 或 c， 检 得 缚 论 是 否 成 立 ? 

练习 2 ” 《加 权 平 均值 的 极限 》 

设 和 0 (一 1 2 且 ao 一 4 十 如 十 十 省- 十 co 
【 当 上 -> co 又 设 limxs 一 2 试 证 ， 


i A 十 Aaxs 二 -十 人 wn 
a 机 十 机 二 十 机 
(这 是 例 12 的 推广 ) 
练 可 3 (斯 托 畜 (stolz) 定理 ) 
证 明 ， 若 {如} 递增 趋 于 无 窃 天 ， 县 


lim 一 存在 ， 则 lim 存在 ， 且 


Li Hn 1 


Xn nl Mt bb 
1jm 一 Tim 
四 一 5 村 四 一 Yn+l 一 Yn 


注意 ， 例 12 与 练习 2 都 是 练习 3 的 特例 。 
练习 4 ”证明 ， 若 为 自然 数 ， 虽 


. 1 ; 
(Ci) lim— mit 有 1 
C11) tim 1 人 3 二 二 (28 一 1)* 2 ~ 
机 pe Pi 十 1 
练习 5 〈《 正 数列 前 * 项 的 几何 平均 数 的 极限 ) 
证 明 车 {%,} 收 证 且 各 汪 0 出 i " 


im/ wea m, 一 Tim x， 。 
提示， 利用 例 12、 练 习 1 的 结果 
综 习 6 车 xX,>0 (n=1, 2, +) 有 lim 1 存在 ， 则 


n+ 


mw Xn = lim 
mo 


练习 7 证明 lim -~ 工 


$ 2 数列 收 敏 性 的 判定 了 ， 其 他 方法 
在 8 工 中 ， 通 过 例题 说 明了 了 按 定义 证 明 lmx=a 的 方 


法 ， 其 中 包含 了 一 些 简 单 的 技巧 。 这 些 都 很 基 本 ， 应 当 敬 
担 . 不 过 ， 这 时 极限 值 事先 已 经 给 出 ， 权 做 的 事 只 是 按 定 
义 验 证 4 是 {xn,} 的 极限 。 我 们 不 能 以 此 为 捕 足 。 这 不 仅 因 
为 这 种 办 法 太原 逮 ， 而 且 因 为 我 们 过 到 的 烙 列 ， 它 的 收 促 性 


一 -433 一 


腿 有 【如果 收敛 的 语 》 极限 值 常常 事先 都 不 知道 ， 需 要 我 们 
自己 去 判断 、 守 找 ， 针 对 这 个 问题 ， 生生 下 全 了 
论 ， 得 到 一 些 其 他 方法 ， 根据 数列 的 运算 法 则 【 包 手 “ 双 
逼 ”定理 ) 可 以 由 某 些 熟 知 的 数列 的 收 伍 性 号 出 另 一 些 玫 列 
的 收 合 性 ， 同 时 极限 什 也 可 以 确定 ， 根据 单调 有 界 数列 收敛 
定理 可 内 数列 本 身 的 性 质 移 定 其 收效 人， 其 国人 人 
一 罗 确 定 。 本 节 将 提供 一 些 具体 的 攻 开 ， 通 下 上 过于 用 
雇 其 政 这 钼 问题 。 
首先 把 8 1 讨论 过 的 几 个 数列 重新 讨论 一 下 。 


钢 1 x 一 站 (a>1， 上 是 确定 的 自然 数 )。 


方法 1 

30 一 3 ， 记 二 ?2 就 是 31 中 的 例 8。 从 那里 的 证 明 ， 枯 
计 x,. 可 能 收 敦 于 零 ， 把 那里 放大 无 穹 小 的 过 程 一 般 化 ， 就 
是 ， 


0 < -< 
a hy Pilitn) 


其 中 Po 是 ?的 8 二 1 次 多 顶 式 ，p 02) 是 形式 简单 的 元 穷人 小 
量 ， 如 时 利用 “ 陵 沽 ”定理 革 下 仙人 


就 能 断定 am (o> . 


方法 2 
一 8 一 ~ 


hr 


后 
由 于 X= (+tl) 一 > 二 <1， 


Ort 


六 NN， 当 n>N， 9 < 1. Mx, < Mr) 


(xz 递减 ， 又 xs>0 。 尺 ”{x*.} 有 下 界 ， 辣 而 
iim %, 二 x 存在 。 
现在 确定 极限 值 x<， 在 


名 0 一 1)x 一 0 而 s 一 1 之 0， 
X= 人 0, BE imx.= 0 


这 里 的 tm 笠 江 一 十 <1 使 我 们 能 供 助 于 极限 的 保 号 性 


《推广 ) ， 证 明 在 让 访 ， 鸽 当 n 盖 入 时 Xx 之 X,， 而 不 需 其 体 
. 于 出 太 ， | 


例 2 x (C01), 


n1. 


( 当 a 一 100,， 就 是 . 红 的 例 9】) 

证 当 # 所 4 肘 ，x, 上 江 ， 但 项 数 有 有限。 于 8 时 ，%。 
的 信 逐 半 下 噬 , 而 且 越 洁 后 下 降 得 越 快 ， Hb 一 >0 
其 体 证 明 如 下 : 


Xl ol 问 下 1 时 . 
x TD oe nari > (mo) 


3 A MN, Tl 
时 i (ny) 站 和 0 
。 A 递减 有 下 办 ， 


,, lin: x 一 区 人 在 。 
为 确定 极限 值 ， 得 x+enxo 两 端 取 级 腿 ， 得 YX 一 人 


iim xn- 一口 。 


例 3 oa (a> 1). 

证 ”由 指数 省 数 的 性 质 ， 佑 计 x, =a* 可 能 收 敏 于 1. 证 
其 如 下 ， 四 

*。=o 显然 递减 且 有 下 界 凡 =1。 因 此 im x。 之 1 存在 。 
为 了 衫 定 极限 入 是 1 《这 是 观察 的 结果 ) ， 用 反 证 法 ， 

个 设 X= lim Xa>， 则 3 六 ， 当 WN 时 ， 


> 1 由 此 >a 


人 i 令 H 一 吕 取 极限 ， 得 0 宇 1 ，。 承 捕 。 
lim 一 天 

例 4 XH 
XL "Tl 1 WFD 


-地 . 
证 一 a i 


一 36 一 


| ll Fw 
/ 人 开 ) 
地 


人 当 7# 充 分 大 时 ， (1 上 cn ( 易 证 } 


当 呈 充分 大 时 。- 2 一] 
如 时 


+ Yn 如 减 。 人 > 3 
网 lim 人 , 二 区 存 古 ， Hx 1 


很 设 z 六 1 ， 则 了 六。 当 n>N,x, = 和 =>1 


| 机 Ei 
| 1 十 soy 


了 可 极限 ， 得 0 了 ， 政 朱 ， 。 二 1, 
惠 ]in x = ] 。 


与 给 出 一 些 数 列 供 讨论 。 
例 5 x= 

~ 二 1 ~ 坟 十 2 A nt 
似乎 可 以 这 样 计算 ， 


lim xy 一 im ~- Nm 1 
TT 


。 1 


一 


但 这 不 对 ， 因 为 x, 中 的 项 数 n+1 不 确定 ， 项 数 不 确 
定 的 和 ， 虽 然 各 项 极限 存在 ， 但 涉 能 按 各 项 极限 的 和 求 和 的 
极限 ， 这 昆 要 注意 的 。 


方法 1 .中 包含 各 1+ 项 ， 当 n> 加 每 一 顶 与 工 极 


为 接近 ， 因 此 其 癌 接 近 于 2， 所 局 可 能 收敛 于 2， 现在 
黑 这 想法 证 明 : 


1 1 » | 
区 人 1 以 十: ~ nt 


. -| 了 > 二) rz 地 ET +t 


-+L 
并 


+ 


| 1 1 | ， 1 二 | 
一 一 一 一 一 | 二 | 一 一 一 -一 一 -一 | 十 
<i(y 从 十 二 于 ~ 二 2 人 上 


+ | -ter 1+ 
~ iI” 人 1 
i 1 
< n+D | 工 一 天 -+ 
AAA 《十 1 - 坊 - 


2 邓 十 二 


1 -2 1 3 
PC 


Ve>0, 3N- | | ,nNNH, kd <e. 


-38— 


lpix, 一人。 


用 于 


方法 2 因为 %, 共有 2r 十 1 项 ， 每 项 都 介 于 -7 TFT 


0， 所 人 于 半生 与 外 


与 1. 
AA (1)? Yt AA 十 1)? 


: 28Y 十 1 .21 二 1 
> 季 Hy, 一 -一 二 一 一 一 -一 < 一 
间 ， 妓 vn 


显然 ，lim y, 一 im z, 一 2， 故 由 “ 双 逼 >” 定理 部 im wx 一 2 。 


1 1 1 
部 | 一 一 时 本 
迟 6 5 十 i 十 … 十 Zh 


与 例 5 一 梯 ，%% 有 # 项 ， 项 最 不 定 . 显然 不 能 坊 委 例 5 
的 第 一 种 方法 处 理 这 问题 ， 转 来 灌 第 二 入 方法 试 试 
-很 容易 估计 gs 的 上 、 下 限 ， 


1 i i 二 一 1 a 
1 


这 只 能 断定 {%,} 有 界 ， 不 能 漳 汤 它 是 否 收 襄 。 要 想 知 道 它 收 
人 效 ， 再 分 析 是 否 单调 。 


1 . 1 1 
和 
“+ 284+T 2842 nl 
1, 
28 十 。 21 十 2 


生 {7%.} 递 增 ， 又 <1 lim x, 一 x 存在 。 


>0， 


一 -33 一 


得 散 确 定 摄 腿 俏 还 到 费 思 于。 可 利用 公 束 


1 Cn 


其 中 心 为 Euler 常数 ，E.-*0 (8 +c) 《网 《 捷 米 多 维 奇 
习题 集 »》146、1 和 7) ， 有 具 恒 证 明 如 下 。 


i 1 1 1 
= 十 -二 十 "ns -上 -一 - ae 十 二 十 省 一 
一 《1 2 2 ‘1 2 mn 


| 


人 CC 十 1n2#t 十 Ba ~— 十 lnf 十 2 
=]1n2+esn— Es 
及 当时 ，e 一 0，zze~> 丫 
:Him x,= ln2. 


| < 中 


例 7 设 4>0,xo>0， si 于 (e+ 续 )， 


HD 


讨论 Lx.} 之 收 化 性。 


讨论 看 见 了 (x,-: 二)， 可 以 想起 


序 〈《a+6) > 西 - 


TC Ne 全 v 


rr- | 


这 肯定 了 {xr} 有 下 界 M 过 。 


一 40 一 


二 一 (“+#)/ ,=—2(1 + 起) 


所 1 二 有 = 1 ， .单调 下 降 ，.… tm x, 一 * 存 在。 
《也 可 以 证 xi 一 六 0) 

在 x 一 去 (x 十 尖 ) 丙 端 取 极 限 ， 4) 
又 由 于 *>0， 可 解 得 “NYA. 


lim x -= 


央 下 my 


这 是 计算 M4 (4>0) 前 逐次 这 近 法. 
WE tN2, HV EIT, ~, i 讨 


沦 {%,} 的 收 侣 性 。  . 
方法 1 可 用 归纳 法 证 {x } 递 增 有 圭 界 ， 因 而 极 腿 存 
罕 ， 再 进 一 一 步 确 定 其 极限 值 。 


方法 2 先 证 由 %, = 21- 本 ， 好 可 确定 其 极限 信 ， 
练习 ] 斌 讨论 及 下 数列 的 收 全 性 ， 
(im VET 
: # 量 根 写 
也 可 表示 为 ， 2 2 TDF 二 1。 2 ， 人 


DAE, 4 VT (ls 2， 0 


. 
练习 2 混和 二 1 X= 二] 十 一 一 一 ， rp 
: . 1 Xp 


< 一 1 二 证 区 ，… 讨 论 fx 的 收敛 贮 ， 


提示 ， 由 Xn1 一 x 一 zj tm {xs] 必定 单 
泗 - 

练习 3 设 *1 一 他， ti Oa 
讨论 {x } 的 收敛 性 。 z z 

提示 ;， 比较 有 

《答案 ， 练 习 1 (ilm #,=2 GD lim xz 一 2。 


绒 习 2 lim w, = -人 


练习 3 Im yw, 一 1 一 了 一 6。) 


从 惧 上 讨论 可 以 看 到 ， 对 于 一 个 具体 的 数列 ， 往 往 可 以 
用 不 同 的 方法 过 论 其 收 仇人 性 。 我 们 也 看 到 “单调 有 界 数列 必 
收 敏 ”这 条 道理 很 有 用 。 要 求学 生 对 单调 性 、 有 界 性 都 要 具 
体 地 严格 证 明 、 不 能 随便 就 说 “显然 成 立 ” 。 

还 要 提 胆 读者， 单调 有 界 只 是 数列 收 人 的 充分 条 件 而 非 
必要 条 件 。 充 机 条 件 以 后 要 讲 到 。 / 


一 个 一 


数列 收 敏 性 的 判定 到 此 告 一 段落 ， 我 们 可 以 小 绪 一 下 ， 
肌 到 这 种 门 题 ， 都 有 电 些 办 法 可 以 从 哪些 方面 考虑 ? 


§ 3 无穷 大 数列 


无 策 大 数列 是 一 种 重要 的 发 散 数 列 。 当 # 亲 于 无 窃 时 , 它 
的 绝对 什 也 赵 于 无 穷 .常见 的 无 穷 大 数列 有 lnn、mr 癸 是 自然 


数 ), 尽 四 一方 Ci 《其 中 Pm) 、 忆 (分 别 是 * 的 8 次 及 } 惧 多 


项 式 ， 且 有 > ， (四 >D 及 mi 等。 根据 无 穷 大 数列 
与 无 穷 小 数列 的 关系 ， 由 2 的 人 向 1 可 以 得 到 两 个 重要 的 无 


穷 大 量 ,它们 是 所 《jo|>1, 是 自然 数 ) 及 型 (dX0) 。 


按 定 义 证 明 {%,} 是 无 穷 太 数列 ， 关 键 在 于 证 明 对 任 意 
好 >>0， 定 义 中 的 WCGad) 寒 在 。 其 方法 与 讨论 收 化 数列 时 
类 似 。 或 者 直接 通过 解 |%,1 汪 村， 求 出 NM)， 或 者 将 
jz 适当 缩小 上 |x,| 宇 W009)， 然后 解 p(m) >M ， 求 NNCD。 
“有 适当 缩小 ?” 的 含意 就 是 缩小 后 的 $(1) 仍 是 无 穿 大 数列 . 
具体 办 法 与 注意 事 项 也 与 数列 极限 情形 类 侯 ， :由 于 无 穷 大 数 
列 问 题 可 以 转化 为 无 穷 小 数列 问题 ， 这 时 也 不 需要 很 多 的 红 
村， 只 给 出 几 L 个 简单 的 题目 练习 一 下 ， 

…. 花 习 T 挡 定 六 证 明 limlnn = 十 co。 


练习 2 按 定义 证 明 lim- 名 -=+oos 


纺 悦 5， 按 定 义 诈 明 ”jim 让 co。 


-一 时 


3 4 数列 的 各 种 类 型 及 其 相互 关系 


在 $1、2 内 ， 我 们 讨论 了 数列 收 仑 的 判定 问题 在 3 
内 ， 叉 简单 讨论 了 无 窍 天 数列 。 本 节 我 们 提出 一 些 阿 题 ， 
要 求 通过 读者 自已 举例 ， 和 弄 清 各 种 数列 〔 收 襄 数 列 号 发 散 数 
列 、 有 界 数列 与 无界 数列 ， 单 调 数 列 ， 无 穷 大 数列 ) 之 间 的 
关系 ，、 反 过 来 加 深 对 数列 收 仑 性 的 认识 ， 

在 课本 中 ， 子 列 的 概念 介绍 在 后 ,这 里 我 们 提前 介绍 给 
学 生 ， | | .| 
[ 定 久 ?给 定 数列 {z*,}。 若 自然 数列 {m4} 是 严格 于 天 
的 即 而 < 把 <fr<ti< 出 称 数列 1xrt 学 人) 的 
一 个 子 列 。 直观 地 说 ， 子 列 [x.} 是 在 数列 

ly Kes Wo 
中 ,保持 原来 次 序 自 左 向 右 挑 先进 来 的 ， 
| nts Hn" Ri 
这 个 子 列 的 第 上 项 是 x'. 

不 难 证 明 ， 车 Bp:x ,一 4， 则 {x,} 的 任何 于 列 [x,.} 都 收 
化， 并 且 它 的 极限 也 是 a. 

册 此 还 可 以 得 到 浏 定数 列 发 艇 的 简单 方法 ， 

1° 车 {x,} 有 一 人 小子 烈 {xx:} 发 融 ， 划 {x,} 发 散 ， 

2" 若 分 :} 有 两 个 于 列 分 别 趋 于 不 同 的 极限 , 则 {x,} 发 散 、 

下 面 是 供 讨 论 的 问题 。 

1， 收 合 数 列 必定 有 界 ， 反 之 成 立 吗 ? 

2。 数 列 {x。} 不 是 递增 数列 的 确切 含意 是 什 和 名? 《我 征 
把 从 某 一 项 *w 之 后 各 项 递 坟 的 狼 列 叫 递 增 数 列 ) 


3。 数 列 {x,} 不 递增 就 一 定 递减 吗 ? 
4。 举 见 个 非 单 调 地 趋 于 零 的 数列 ， 举 几 个 非 单调 地 趋 : 
于 1 的 数列 。 
Ss, 车 im = 十 co， 间 {c} 一 全 是 递增 数列 四? 荐 是 
加 以 征明; 车 不 一 定 是 ， 举 合 说 明 . 
6。 沙 {xo 了 中 有 一 个 子 列 收 伍 于 c， 能 否 断 定 了 一 和 


若 {x*} 则 时 又 是 单调 的 ， 能 否 断 定 Imx。=a。 


| 


7。 若 { x, } 中 有 无 劳 多 个 子 列 都 趋 于 ae， 能 稍 断 定 
下 nm x, 二 站 
"(提示 ， 若 ( x } 中 有 一 个 子 询 趋 于 a， 划 必 有 无 鹤 多 个 
泽 列 赵 于 ce， 因 此 了 的 条 件 不 片 6 的 条 代金. ) 
8。 若 {x,} 中 有 一 个 子 列 趋 于 6， 又 {x.} 中 任 一 子 列 缘 收 
人 敏 ， 能 否 断 定 Imx 一 0 

(能 ， 因 为 这 时 可 以 证 明 {x,.} 的 任 一 子 列 应 收 仑 于 4 ， 
再 进一步 即 可 证 得 imx, 一 4 证 明 由 读者 作出 》 

9。 按 以 下 要 求 举 出 有 界 的 发 散 数列 fx.} 

Ci》 {x} 有 两 个 子 列 ， 赵 于 两 个 不 同 的 极限 

ii) fx 有 有 三 个 子 列 ， 自 于 三 个 不 同 的 极限 ， 

【人 {x 1 有 无 笃 多 个 子 列 ， 站 和 天穹 多 个 下 不 相交 的 概 
. 限 . 

10。 按 以 下 要 求 举 册 发 散 数列 (x,}， 

(有 - -个 子 列 趋 于 有 限 值 a， 另 一 个 子 列 赵 于 无 穷 大 。 
.这 种 数列 是 否 有 界 ? 是 否 无 穷 大 ? 

(ii 有 两 个 子 列 分 别 赵 于 十 oo 及 一 co。 这 种 数列 是 否 无 
. 界 ? 是 否 无 穷 大 ? 


Er 


3 5 杂 题 


“为 了 巩 图 数列 极限 概念 ， 初 步 掌握 “一 N” 的 证 明 方 
法 ， 可 以 选择 各 种 类 殉 的 题目 ,. 供 习 作 课 或 课 后 练习 。 
1, 证 明 ， 若 limx, 二 x， a<x<b, - 
则 了 入 ， 当 n> NWN 时， ae 
2. 及 下 命题 是 否 正确 ? 


”着 limx, 一 x，Gsx<D， 则 了 NN， nN , a bb, 

如 暴 正 确 ， 加 以 证 明 ， 如 果 不 正确 ， 举 例 说 明 ， 

3。 游 了 < < 有 (【 当 Hn ) 中 县 ix 一 xx 存在 ， 能 否 
斯 定 a<x<p? i 

允 于 2 、3 ， 尝 生 不 一 定 都 能 做 出 正确 和 判断， 如 果 结 合 
极限 的 二 现形 象 来 考虑 ， 则 不 难得 出 正确 的 结论 ， 

4。 洲 Hmx, =u, limy, = Ha<b, 
网 GO) 于 Ni， 当 4 时 x 和 

(i1) 4 Ns, 当 #>NWs 时 ， Ww > 0 。 


“六 明 介 、(ii) 的 九 合意 六 ， 
， 洲 TY 十 zf 监 乌 ， 着 i {Ag } 的 收敛 性 有 哪些 
可 和 
(只 有 两 种 可 能 ， {oe} } 1.3 部 坡 全 或 都 发 艇 ) 
6。 党 {xw8} 收 令 ， 则 美和 二 { 志 天 {5} 的 收 襄 性 的 可 能 性 
十 否 与 上 本 有 相同 的 结论 ?” 
(提示 :， 由 1xst] 收 策 受 1x 收 化 能 推出 19 一 定 收 均 


dd 


2 ) 
。 设 {x。) 是 无 穷 大 数列 , (9 } 是 有 并 数列， 试 证 {xs 十 ys 
无 劣 大 涩 殉 。 
8. 按 省 多 证 明 ， 在 ,so9， li 加 一 4 二 0 
网 lim xs 一 ec 


(提示: 由 fmy, 一 s 二 0 推出 lim |5.| 一 |e|>>0， 
扫 航 限 的 保 号 性 《推广 ) 知 ， 于 Ni， 当 # 盖 下 时 


好 = 四 
ju -> 0 ， 再 继续 证明 ) 


9。 证 明 ， 车 3 之 0, Lim 于 一 一 J>1 则 limx, 一 十 9。 


总 


证 法 1 .lim > Ns n> NN 


Xr . | 
of fx 递增 。 
再 证 {x 无 上 界 ， 理 期 imx, 一 x 存 在 且 x>>xw> 路 


Em _ 1 


总 
x x i [Lj 开征 ， 


直 [| 一 = -0 


四 1rmx, 一 十 oo 


和 一 至 


证 法 2 lim-xstl 一 [> 了 


N, n> MN, +> 1 一 六 并 


Ee 


% i 
中 当 tN ,=Xw" Nt Nt a 
ER NL nl 


>xwli Mm 二 co (二 oo)。 


Hoxw ,一 十 oo。 本 


旺 一 Bu 


以 上 两 种 证 法 都 用 到 了 极限 保 号 性 定理 的 推广 


nT pr 


第 三 章 ” 函 数 的 极限 


§ 1 函数 极限 的 定义 


数列 极限 与 函数 极限 前 差 漳 仅 在 于 身 变 量 的 类 型 及 变化 . 
方式 ， 前 者 是 趋 于 + co 的 离散 变量 * 【让 数 轴 上 跳 跃 好 取 一 
切 自然 数 ) ， 后 者 是 趋 于 无 穷 或 某 一 定数 的 连续 变量 * 《在 
数 轴 上 连续 地 取 实 数值 》。 因 此 仅仅 订 竹 有 随 读 义 的 拒 述 中 有 
崭 不 同 ， 在 极限 的 性 质 、 运 算 ， 闻 明 鸡 陵 出 妊 很 类 似 。 在 学 
习 数 列 籽 限 的 基础 上 进而 学 如 十 恤 级 形 ， 矶 当 要 了 法 着 更 深 
痢 地 理解 极限 赂 念 ， 玩 病 炖 村 近 榨 定 义 亚 明 本 本 失 方 法 。 

” 磷 正 课 上 已 经 明 禾 晤 名 灌 限 ( 碟 无 窑 改 重 ) 的 记 法 为 

Himf (%) 一 让 


其 中 A x n+ 0, Noh ry. 十 59 一 co。 
坎 : 4，cp， 证 cp 一 0。 
搭配 起 来 共有 24 种 情形 。 正 误 上 讲解 了 其 中 的 几 种 ， 现 
在 要 求学 生 能 淮 殴 地 叙述 各 种 情形 的 极限 或 无 穷 大 量 的 定 
又 。 
例 1 写 遇 人 limf (x) 一 < 
Gi mf (一 一 co ii hm 了 09 二 oo 的 定义 
并 画图 说 明 其 几何 意义 。 


要 强调 图章 能 加 深 对 极限 概念 的 认识 ， 要 求 对 于 函数 极 
限 及 无 穷 大 的 各 种 情形 ， 都 能 在 脑子 里 构成 图 象 ， 不 必 画 在 
纸 工 ， 就 能 想 得 请 清楚 楚 。 

例 2 以 下 的 去 种 权 这 能 否 作 为 画 数 极限 fmf (x) .4 的 
定义 ? 

(Ye>0, 96>0, 使 Yx: 1x 一 | 二 6, 
有 | 一 Al<es | 四 

(ii YY3>0， 了] e>0， 使 VYx; 0< xz 一 xo|<d， 
有 If(x) 一 Al<ey i : z 

(11) 当 x 充分 谷 近 wp 时 ，f (x) 越 米 越 靠近 A， 

(由 于 极限 EKx) 一 4 已经 定义 ， 所 以 这 里 的 问题 是 : 


人 或 (ii) 或 (证 ) 与 极限 定 尺 是 否 等 价 ? ) 
由 (i) 能 扒 旦 ,4 :因此 届 不 能 作为 极限 定义 ;， 
丹 在 *。 令 域内 有 界 的 函 产 关 ( 芭 者 满足 Gi) ， 因 此 (ii 也 不 能 
作为 极限 定义 ; 刁 褒 即使 作为 模 诬 各 鹤 的 通融 的 描述 也 不 
行 ， 因 为 它 没 有 表 这 出 极 展 的 卉 凡 局 想 ，“ 即 站 x) 可 以 任意 
天 近 4， 只 要 x 充分 靠近 (但 x 寺 X06),” 
例 5 叙述 以 下 各 命题 的 襄 意 : 
(i) 当 x 赵 于 xs 时 ，F Cox) 不 以 A 为 极限 ， 
Qi) 当 x 趋 于 加 时 ，f (x) 不 存在 (有限) 极限 , 即 
limf (x) 不 存在 。 
解 6) je>0,， Y9>0， J x :0>1xo 一 x | 过 5 使 
|f (x ) —Al>e, 
(i 和 YA， 尖 X 一 时] (x) 不 以 A 为 极限 。 详 细 地 谎 
是 : VA, edd >0, Yo>0, Ix’: 0<|x'—xo| <6 
w=— 


CO er me 站 


Ian 


鳃 jc 一 好 兰 e ， 

注意 : 中 与 Gi) 很 不 一 样 。 在 情形 0， 有 可 能 Wi 
存在 且 是 不 能 等 于 A: 在 情形 (ii 。 lim f 0) 报 本 不 存在 ( 挫 
有 限 极限 )】 。 

按 定义 证 明 函 数 极限 的 关键 竖 对 任意 的 >0， 证 明定 义 
于 的 >0 (或 4>0) 在 在 。 洗 学 一 些 简 单 的 图 数 ， 常 可 上 呈 
体 求 出 5 (或 A) 的 伪 。 其 中 的 方法 ， 技 巧 与 数列 极限 博 形 
类 航 ， 但 细节 有 差异 。 下 面 通 过 例题 加 以 说 明 。 


2Y 十 1 =- 艺 
例 4 接 定 义 证 明 tim3z 了 二 一 二。 
证 法 1 Ye>0， 各 0， 要 求 |4] > 和 A 能 使 
2x 十 1 了 | - 41]! -| <s 
43x 十 1 313x+1 


_ 试图 通过 解 不 等 ， 了 | 志和 |<。。 可 4。 


1 1 1 
3 | ari 3 3 


< 3%x 十 > 襄 吉 一 二 或 


六 《二 ) 


Ye>0， 取 Ar 站 十 桔 ， 风 当 1x|>A 时 ， 


一 片 ] 一 - 


1 1 ll 
“> ge 3> 9 3 或 *~ (+3 

2Y 十 -2 - itn 2X 十 2 
2x1 |<。 > 3X 二 2 3° 


证 法 2 先 竺 于 | 3 有人 0 
然后 解 不 等 式 Pw) <e， 求 A。 z 


1 1 .1 1 
一 > 
可 [3xF1| 303|x| 一 1 一 321x 一 扣 |x| 


3 || > 1, 


¥ e>0, 正和 A 一 max41， 一 】 风 当 [> 上 时 ， 


ZX 3 < lim 2X 十 1 2 
3X% 十 | xmo 3 二 T 3°" 


由 于 下 述 机 限 中 自 变 量 x->ce， 因 此 痪 大 过 程 中 允许 菩 
先 痕 制 !x| 守 1。 

例 5 设 POXD 一 Go 十 0X" 十 rr 二 ,1X 十 0， 
洋 中 和 人 0，1，2，…，Pm) 为 实数 ，g 0D，f>]。 
证 明 : lim |P(x) | 二 oo， 


证 惨 法 把 1 了 PG | 缩小 为 形式 简单 前 元 六 小 呈 ， 
考 窜 | Px) | = xr +x" 十- i + | 
> mx |— (Callxl" :+ oesl [x)""? 
二 + 
> im) |x|"— Cal 十 |@ 十 …… 
十 |m|) zx-2 当 1 位 工 ) 


mr nr 


qe 


=ilo lx Cit [folie 01 }] "1 


> [xj lx|"-! > 2 + el te -i161) ) 
ad pe, 
YE>>0， 要 使 | 已 (2 六 瑟 ， 只 需 |x| 兰 1，) 


EPA 
[a | 


.可 取 尺 一 max{1, 2 10 + el 
7 2F 四 中 了 J 
VY jE 风 洒 |z*] 六 时 ， li (2 | > 五 
.lim| Px) | 全 = 于 Do。 


例 昌 设 # (x) 一 人 ’ *T1 
2 
证 席 hmf(x) 一 1.。 
加 


证 当 <s 工 周 ，|7 人 -一 工 一 | 了 


一 | 六 一 1 |ixi-i x 1 | 。 
先 设 Dix 一 1 之 1 这 时 |x] 志 [x 一 1| 填 1<2， 


一 -了 4 一 


< 了 lx 一 11。 


Ye> 0, 取 6 一 min{ 1 ,二 }, W 0 <|*—11<6 


时 ,|f (0 一 1|<e, .. lmf(x)—1. 


例 4 一 6 的 证 法 、 想 法 与 数列 极限 情形 类 似 ， 者 是 先 把 
形式 较 复 如 的 无 穿 小 【或 无穷 天) 放大 【或 缩小 ) 为 形式 简 
单 的 无 穷 小 《或 无 穷 大 )〗 ， 然 后 再 通过 解 不 等 式 求 得 守 浆 中 
的 5 (或 4) 。 在 放大 (或 缩小 ) 的 过 程 中 ， 往 往 要 根据 需 
要 对 变量 > 先 做 一 些 跟 制 〈 如 例 4 证 法 2 中 先 令 | * 1 之 13 
岳 5 证 法 中 先 令 1 x 1 二 1 ， 再 令 


-> 2 和 [让 二 |) ， 例 6 证 法 中 先 仿 


1*| 


0 过 |* 一 1 | 过 1) . 但 这 种 限制 六 人 须 按 自 变量 x 的 变 测 尊 
声 来 设计 ,不 能 随便 限制 , 再 草 要 犯错 误 。 上 比方 说 在 例 6 中 ， 
大 证 明了 当 x# 1 时 , |f (0 一 1l=lx 一 1 [lx*+x+11 
之 后 。 涛 令 1x | 所 1 ， 则 lx* 二 * 十 11 扎 3， 要 梗 


Ft 一 1 | 所 3|x 一 1 之 < 只 锭 0 之 |x 一 1 1<3， 


了 到 一 min[ 1，-3 上 网 当 0 -<1x 一 11<6 时 ， 便 有 


{fo0—1l<e .lmf(W=1. 


出 读 者 分 析 一 下 以 上 证 法 对 吗 ? 为 什么 ? 
4 


又 车 直 搂 全 | x | 所 2 ， TS? 为 什么 ? 


例 7 证 明 lim 去 二 1 1, 


-1|=| 2+t1 -21x 一 11 


证 考 岂 | 2%— 1 |2x 一 1 ” 


1 
2x— 1 
因 沪 13x 一 11=12(x 一 1)+1| 守 1 一 2 lx 一 11!， 


所 以 若 先 限制 0 <| x 一 <， 则 12% 一 1 | 之 1 一 


a ， 因此 当 0 <1>* 一 11<4 了 时。 


1|=2 ax <4|x—1|。 


2 一 Tzx— i| 


ver> 8, 取 6=min{ 工 ， < 当 0<fx 一 1|<4 


,zi |<e, 1 


-1 2%X—l1 


注意 : 在 以 上 放大 [Tf (x) 一 A|《 即 缩小 |2x 一 11)》 的 过 


程 中 ， 先 限制 0 < x 一 1T< 二 ， 则 短 | x 一 1 | > 羡 - 


其 实 任 取 一 个 小 于 1/2 的 正 数 6， 先 限制 0 <] x 一 11<5 
则 j2x 一 11 守 I 一 21x 一 11= 1 一 20, 一 鬼 >> 0 。 【如 果 是 
限制 9 二 | x 一 1 | 二 1/2; 或 0 < 过 jx 一 1 <1, 齐 不 能 达 
到 以 上 日 欧 ) 


例 8 证 明 lm. 2. 


= +43— 了 
证 考 赛 
1 xx 
4x 一 7 ?| [4x 一 了 | 
0 二 + ™ 
图 1 


0 <1x—21<1, 此 时 
|4x— 7|= -4 (xm2)+1214|r—2 | 1/2. 


Ye 0,， 了 =min{ 小- 二 上}, 当 0<|x—2|1<0 时 


x 网 , - 
[2 和 
冻 习 1 证 明 lim -3x 十 2 _ 
朋 至 “= | 人 2% -上 1 2 ” 


冻 习 2 江 时 lim 6 二 2 
fo | sl gi 8. 


有 时 证 明 阵 数 极 限时 ， 还 可 利用 已 知 芍 数列 极 服 ， 


-性 6- 一 


8 2 通 数 极 限 的 性 质 及 运算 法 则 


要 求 读 者 部 悉 函数 极限 的 各 重 训 性 质 的 条 件 和 绪论 ， 理 
解 其 证 天 方法 ， 并 能 初步 运用 这 些 方 法 于 证 明 题 . 

吉 困 介 许 利用 极限 的 性 夺 及 运算 法 则 ， 忆 下 出 1 一 3 特 
不 难 加 访 证 明 ， 人 首 为 和 练习， 我 们 要 求 按 定 义 直 接 证 有 明 ， 

例 1(i) 车 im f(x) 一 A4，lint g(x) 一 B， 且 存在 
>0;, 当 0 六 | x 一 Xo 二 6 时 ,有 有 (让 宇 91Xx) 证明 :4 守 B. 


(ii 著 当 0 过 | * 一 %| < 之 0 时， 有 (2%) >> g(x) 能 
否 扒 出 4 交 > B? 


证 ”上 用 皮 证 法 证 ( 1》 


证 4 一 及 ， 取 so 一 4 (为 什么 这 么 取 ? ) 


im f(D) = A，, .， 对 £0， 了 0， 当 上 < 必 |x 一 2 
rx . 


<<-3 时 ,有 A gy < fx) A+ eo < 人 7 1 ) 


六 in A 0 >0， 当 
zp . 
0 过 | x 一 Xo| 二 6 时 ， 有 -< ef (x) < 十 ze 
一 日 + 一 本 4 (2). 取 5 一 mintgdj 当 0<1x 一 xl 


一 后 -一 


之 6*# 有 时, (1) 与 (2 ) 辣 时 感 立 , 因 此 渤 0 二 上 一 <24 周 ， 
机 


f 0 < 4 <g(x) 


写 杂 件 “了 > 0 ， 当 日 鼠 | x 一 Xo 之 6 时 ，f (Xx) 之 9g (2X) 7” 
{ii) 不 能 推 中 到 B， 孝 当 0 过 [x1 三 1 时 
ft =x 0 (x) . 
但 lim f (x) = lim g(x) =0 即 A4=B. 
2 已 知 iim fo 一 4， 求 证 im (= 人 28。 
”证 “， Bn FS 一， 站 x 一 ww 局 部 有 界 ， 即 
sey . | 
了 总 > 0 ,对 任意 x， 0 过 | x 一 wo] 过 各 ，|f(%) | 志和 MM， 因 此 
当 0 | =) 4 fC) 
fx ATATECOA MATAD I OD — Al M |f tx) 一 
A1 .此 处 MM=M' 寺 MA A 
Ye 0 ,. 习 0:> 0 当 0 | x 一 %,| < 之 5 时 ， 


Fw) 一 -过 | < | 取 0 一 min {6, ; 02} 则 当 


< 一 人 | MI — Al< se, 
. lim 0 一 -4 
以 上 例 1 、2 仍 属 于 按 定义 证 明基 数 极限 的 练习 。 
接 定义 证 明 函 数 极限 不 存在 《或 不 是 无 穷 大 ) 叙述 较 麻 
频 ， 若 利用 男 数 极限 与 数列 援 限 的 关系 ， 就 较 方 便 。 如 久 下 
例 3、 例 4。 


—58— 


YT 


例 5 证 明 狂 里 克 需 话 数 加 


np 0 {+ ， 当 % 为 有 理 数 ， 
【0 ， 当 x 为 无理 数 ，. 

在 任何 点 xo 极 假 均 厅 存在 

例 4 证 明 函 数 /Co 一 二 cos 下 在 = 0 的 任何 侍 城 
认 均 无 界 ， 但 涩 x-> 0 时 ， 1 (9 不 是 无 穷 大 量 ， 基 副 图 作出 
坪 观 航 丛 . 

例 3、4 证 明 上 从 赂 ， 

利用 函数 极限 的 运算 定理 求 极 限 的 练习 可 留 作 习题 ， 这 
里 只 兴 几 全 葬 是 。 

例 5 车 Bm 存在， dim 9(9 不 存在 。 


间 : (i) Hm FF + 9{X)) 存在 吗 ? 
{ii) sn, fo). gx) 存在 吧 ? 
证 (Ci) lim [70 +g) 不 宪 在 。 不然, 假设 
km Uf t+0《D] 在 在 ， 再 由 im 了 (存在 则 扒 
出 im 2 一 lin E Cf (x) + 9X)) /0 存在 ， 与 已 类 
条 件 巴 盾 ， in Cf (2) 十 9(%)] 不 存在 ， 


《ii 下 边 证 明 lim 7 人 090 也 不 存在 。 注意 检查 证 法 
是 否 正 悍 。 凡 ， 


假设 1 im fl)g0% 存在 ， 则 由 lim (总 丰 可， 推 击 
= tim A 9 (9 
J i 在 在 ， 与 各 休 天启， 


Jim 了 《0092x) 不 存在 ， 
上 上 协 证 明 中 用 了 路 茶 运 算 定 理 ? 这 条 运算 定型 的 条 几 是 


什么 ? 监 妊 条件 都 满足 吗 ? 
即兴 一 个 答 件 不 满 是 ， 则 证 明 不 能 成 立 。 于 站 二 了 策 种 本 


能 : 绪论 对 ， 但 要 另 找 证 法 ， 结 论 错 ， 那 就 要 用 反 济 说 因 ， 
反例 又 从 那个 不 具 科 的 条 件 去 柱 、 


例 6 求 tim | 
解 .. 当 x—0 时 让 工 -]->co… 不 能 直接 和 用 运算 定 


再 来 解 洪 ， 可 这 样 计算 ， 


lim xz ! 1 = lim (1 


于 


On 


二 -和 由 


六 T (7 )=» -| ! | -的 小 数 部 分 ， 于 


0 < )< 1， 喜 ( 。) 是 有 界 量 。 
例 7 湾 罕 5 一- 一 |- | 在 x 一 二 .之 左右 极限 (此 . 


处 +? 是正 整数 ) 。 
解法 1 


x 一 -4.0 付 ， +=-1.-|1| "#4—(n—1)=1, 
如 -~ 
x 0 y= | | 0 
村 


(3 


向 小 数 殉 分 定义 诗 : 


1 5， nT=1 dh, 
Cx)=1 
8 ， 十 1， 
,lnm (x) = 1， jiin (x) -站 
三 :mn 一 息 区 一 且 上 只 
- 1 本 . 1 
im ( 了 )=1 » 1 ni x 0 。 
NW zr 


$ 3 务 数 极限 《待定 型 》 的 确定 
特定 型 极限 的 确定 是 极限 计算 的 蕉 感 ， 因 汶 它 水 能 直接 


-一 6 一， 


利用 运算 定理 来 兢 定 。 又 没有 一 般 方法 可 人 钳 。 不 过 我 们 已 经 
熟知 若干 重要 上 党 金 的 待定 型 的 极 醋 《 列 和 在 后 看 ) ， 因 此 觉 
营 可 以 通过 重 等 变形 ， 将 记 求 待定 型 极 跟 化 归 为 已 知 竟 等 定 


型 极限 。 这 是 确定 待定 型 极限 的 一 个 迹 径 。 此 外 ， 对 于 


型 有 的 待定 型 ， 有 时 也 将 分 半分 母 分 解 因 式 ， 设 法 约 去 一 个 极 
限 为 到 的 会 因 式 ， 使 问题 简化 或 得 以 解决 。 


目前 是 初次 接触 待定 型 (在 数列 极限 遇见 过 -一 


co? 型 的 每 定型 )， 后 而 掌握 了 导数 这 个 工具 之 后 ， 还 会 介绍 
确定 待定 型 极限 的 或 许 是 更 好 的 办 法 ， 

习作 课 上 安排 一 些 题 目 ， 主 要 由 同学 练习 、 讨论 ， 教师 
可 适当 作 一 小 结 ， 

以 下 于 个 常 到 的 等 定型 极限 要 求 读者 高 记 。 其 中 (ay)， 
《e) 是 最 基本 的 ， 其 余 可 由 (aa)、(e) 挫 出 . (1) 可 直接 : 
计算 ) 


让 一 人 


(C0) lin Sy C8) lm TH 1, 
。 arctgx ， 1 cosxw i 
COlm 1 (0 ln 


本 


(e) lm (1 )"= ey (f) bm (+) es 
mm 下 


(g) Tin -LD im ee” 一 站 .. 
可 ) 元 1 


(i) lm ML EE -一 4 (7 ) lim 人 re 

， (o>0),， 

自 以 上 诸 极 限 可 知 ， 当 * 一 0 时 ， ssinx,tg*X,arctg%， 
inf 十 x)， 姑 一 1 者 是 全 此 等 信 的 天 和 外 辣 1 一 cos* 
与 2 特价 

例 1 试 确定 lm -十 避 3。 其 中 P()，Q(*) 均 为 * 
的 多 项 式 ， 里 PPC) =—= (Nn, 

解 设 避 分别 Pix) a Or) 的 ms 重 根 和 1 重 根 ， 于 是 

一 
OC = {Oo X00 CX) 


， > 
慨 Pi(w0) 二 00， Qtx 基 0， 然后 根据 mn 之 不 同 ， 分 三 
种 情形 进行 讨论 。 


he A 


决 - 
lin oe 人 丧 定 。 《 作为 练习 ) 


机 于 
例 2 求 “wl _ 1 和 上 


,《 提示 ，。 将 分 于 分 解 因 式 ， 管 案 ， 一 < 分) 


例 3 求 lim 六 1 十 X 一 芋 Cn 为 正 整 数 ) 


解法 1 将 分 地 有 悍 化 ， 调 约 表 报 限 为 军 的 公 因 式 x。 
解法 2 作 变 量 代 换 上 = 1 十 YY， 将 整个 竺 定型 


jin 兴工 十 莹 一 工 


一 my 1 
x 党 til t+ 1 
一 lim i——1 
tv = 十 了 十 T) 
一 一 lim -- -一 一 -- - . 1 -= 1 
(1 二 十 二 十 巷 十 *， 二 本! nr 


例 4 fm 二。 《(m、" 均 为 正 蒜 数 ) 


提示 仿 例 3 的 两 种 解法 。 答 案 ， 一 -。 


例 5 lim v1 3 
"2 
答案 。 一 三 。 


tg2% 
例 6 jim are 
"oll 


解 可 从 人 等 变形 再 和 和 用 己 知 极限 计算 


sin Arctg2% jim 4 CIE2% x/2 


OQ 
Fe ~ 1+x"1 w= 2 ~ 1 二 区 一 1 4。 


一 54 一 


四 LU 


或 将 分 子 、 分 母 用 它们 的 等 价 无 穷 小 代 远 ， 


Bm -- 人 一 一 iiim 2% :- 此 。 
至 一 和 AAA 1 十 计 一 1 et 
2 


存 计算 -上 3- 的 极限 过 程 中 ， 如 果 分 子 或 分 母 是 车 和 干 个 


式 子 欧 乘积 ， 则 其 中 的 每 个 因 式 都 可 以 用 其 等 价 无 穷 小 代 
赫 ， 如 果 分 子 或 分 母 含 有 不 止 一 项 ， 那 各 是 否 可 以 将 其 中 的 
一 项 代 之 以 等 价 无 穷 小 呢 ? 


例 7 求 lim 22 熙 人 


先 看 以 下 解法 ， 


“x0, sinx~X, tgX~X, 


* liim nt = nr 一 


其 中 Er 中 =0 * 
试 分 析 以 上 解法 是 否 正 确 ， 邵 何 改 正 ? 
。 sinX— tg 1 
(答案 ， lim a 一 人 


最 后 安排 几 个 利用 已 知 极限 广 定 待定 型 极限 的 练习 。 
练习 1 Fim - 守 《m、 为 整数 且 # 六 0)， 


rq SiN 


。 sii1 Co 2) — ?sin (a 十 2%) 一 St 
练习 2 En XY” “ 
练习 了 lim 《sin xt+ti 一 Sn ww x )。 


是 1 re Le -ii 


练习 4 lim Csinwy ar 
Xr 


(提示 做 变换 x 王 -一 DD 


综 避 5 lin Ys (Cas oy 
练习 6 tim Js | Caw 0 


练习 了 lm 全 


练习 8 lim jntLTxe)》 


-x+amfafxY 二 ”1 十 x) ” 


， af(2 十 多 号 
可 lim -一 一 二 
练习 9 se 1n73 十 ee 人 


下 一 卫 
让 


2 
练习 10 lin ( ”1 


sm \ 二] “| 
答案 ，《〔 绑 习 1) :， (一 D*”" 一 。 (练习 2)。 一 sina。 


(练习 3): 0 。( 练 习 4)，1。( 练 习 5): 一 一。 
~ 20 


(练习 们 ， 一 -。 (练习 7)， 4: 。 (练习 有 1. 


第 四 章 “连续 函数 


$ 1 连续 与 间断 


在 本 节 内 ， 我 们 将 通过 例题 及 和 练习， 使 读者 加 深 对 连续 
概念 的 理解 ， 掌 所 讨论 霄 数 连续 性 的 办 法 ， 进 一 步 熟 悉 “a 
6» 的 证 明 广 法 。 | 

首先 举 几 个 研究 函数 连 雏 性 的 例题 。 所 谓 研 究 函 数 f: 序 
福 民 的 连续 性 ， 就 是 要 区 分 出 了 在 其 定义 域 工 内 的 连续 点 与 
间断 点 ， 并 指出 间断 点 的 类 型 。 办 法 就 是 考 符 函数 了 在 XY 上 
每 点 处 的 极限 。 

我 们 知道 ， 一 切 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 。 注 意 到 这 
一 点 ， 在 研究 初 千 丽 灼 的 连续 性 时 ， 只 需 考察 这 样 的 点 2 ， 
了 在 Xv 没有 定义 ， 但 着 *o 的 某 轨 域 内 有 定义 。 


2 一 1 
| 


例 1 研究 西数 / (x) = 的 连续 性 并 郴 出 了 之 


图 人 象 . 
解 ”由 初等 函数 的 连续 性 条 ， 了 在 x 和 1 连续 。 


2 
更 Lm fx) — lim 之 一 | 一 lim (x1) 一 之 ， 
Er “一 1 光一 1] 和 -hd | 


£2。 ww 一 1 是 f 的 可 去 间 斯 点 。 (图 2) 


一 67 一 


例 2 ”研究 函数 (x) = xsin 二 的 连续 狂 并 画 出 了 的 本 
象 - 

解 “ 由 初等 函数 的 连续 性 知 ， 在 * 关 0 连续 ， 
又 lim (x) = lim xsin 二 一 9， xm 0 是 7 的 可 去 
癌 断 点 。 《图 3 ) 


例 5 研究 函数 (x) 一 [的 连 绪 竹 并 池内 了 的 图 象 ， 


解 ”函数 了 世 可 表示 为 ， 


fo- 


开放， 


当 Y<- 0 ， 
国 此 在 关头 恬 ， 卫 连 综 ， 六 Lim, f CY) 一 1 


lim f(%) = 一 1， ..* 二 0 是 了 的 第 一 类 间断 点 。( 轿 4》 


和 一 上 a 
人 岗 4 研究 函数 六 人) 一 1 x (x 一 1) ” 当 % 天 人 0 
\ 0 4 当 X=- 人 0 


的 连续 性 ， 并 枉 册子 的 图 象 。 
解 “了 由 初等 函数 的 连续 性 和 扼 ， 了 在 x 关 0 ，1 和 还 续 。 


A : i x] xl 
GD mf {2 = mse Im 
一 2 ,.,， 二 1 是 f 的 可 去 间断 点 。 
GiD) fO)=0 但 lm 了 C0) -im 二 -=coy 
于 -性 Pr Pe 
了 之 路 图 如 网 5 ， 


. . 一 1 ， 于 和 0 
例 5 研究 F( 人 一 | * 
心 罗 于 革 二 从 


的 连续 性 ， 并 画 外 其 诗 男 
解 (人 当 Xo 直上 0， ”jw 在 % 连 纺 、 
《ii 当 Xn 二 ， 取 Xo 


则 2or> 0 fFXn) = Zn 十 本 一 二 00 ( 当 m> 十 co】 


fim J(%) 不 存在 … %o 二 0 是 了 的 第 二 类 间断 所。 
了 之 路 图 如 图 6。 
例 6 研究 函数 (x) 一 3 这 的 连续 性 。 


了 和 


解 人 D 当 zz 十 /8 为 自然 数 ) 


且 wo 天 1， 了 在 Xv 连续 ， 


(让 当 各 二 和， 了 f(D 无 定义 。 


可 wo 工 -，… sin -一 sin Vi 关 0， 


PR nr 0 ，.…. 了 在 每 个 太 *% 无 界 **(n 一 1,2,…*')， 


入 


面 im x ~ 0，。 .… 在 yx 一 0 无 界 。 (为 什 系 ? ) 
故 Jim /090 不 存在 ， 2 一 0 是 f 的 第 二 类 间断 点 ， 


Gi) 二 二 人 为 自然 数 ) 
《6 中 已 证 山子 在 夭 无 界 ，: 若 lim f(%) 不 窑 枉 ，” 
“ 加 Fr 


1 x+ 一 (为 自然 数 ) 是 的 第 一 类 间断 点 。 


EE 


[sinnx 【〔《x 为 有 再 数 ) 
例 了 研究 函数 /Cox9 一 
《x 为 无 理 数 ) 
遍 性 . 
解 0G) 当 6 于 Wm 为 整数 )】 在 和 0 之 有 出 到 有 理 数 
列 {p,} 及 无理 数列 [4.}， 使 当 # 一 co0， jp. 一 X60， 一 X60，。 于 
是 有 fn) 一 sinr 加 一 Sinrxo 关 0。 
fg) = 0. | 
名 Jim Fo 不 在 在， 因此 xm 二 六 是 扩 的 第 一 类 间断 点 。 
= {ft 
Iennx|= Isinnx— sinnxol Enix—Xo| . : 
和 f 在 点 x = Ga 无界 ， 指 f 在 x= co 之 全 何 郭 声 内 天 腊 ， 


Ye>0， 36=- 二 ， 当 |x 一 和 ;| <6 时 ， 
i 一 J 了 X01|< 过 te，。.， 0 一 要 是 了 的 连续 点 。 


cos Clx|<1) 
丸 习 1 研究 f | 的 连续 性 ， 
ja (|x|>1) 


( 答 ，xo= 一 1 是 第 一 类 间断 点 ， 其 余 尼 为 连续 点 ,) 
练习 2 研究 1 (x) = | -二 | 的 连 挟 性 。 


( 管 ， xz= 0 是 1 的 第 二 类 间断 点 ; xz= -二 是 了 的 第 -- 
类 闻 断 点 ， 其 中 疾 是 非 零 整数 ， 其 余 缘 为 连续 点 ) 


练习 于 研究 1 (3) = lim 的 连续 性 。 


1 十 PE sin x) * 


{ 管 ， i 一 有 + 一 -是 了 的 第 一 类 加 断 点 ， 其 中 上 为 台 


数 ) 

观察 以 上 例 I 一 7， 发 现 例 1 一 6 中 的 一 数 有 有 限 个 或 
无 穷 儿 人 外 孤立 的 间断 点 ,再 在 被 间断 点 前 开 的 各 个 区 闻 上 , 果 
数 都 悬 连续 的 。 这 些 震 数 都 很 普通 ， 图 形 岂 不 难 画 上 四 。【 例 
1、2 的 草图 已 垣 出) 但 例 了 很 新 饼 ， 这 个 通 数 有 些 “ 异 
常 ”， 它 有 无 旁 多 个 拆 并 的 连续 点 ， 而 在 被 这 此 连续 点 隔 开 
的 每 个 开 区 间 内 ， 国 数 是 处 处 间断 的 。 我 们 已 经 见 过 在 整个 
数 轴 上 处 处 图 断 的 函数 《Dirichlet 通 数 ) ， 因 此 对 函数 在 


一 售 个 区 间 内 处 处 间断 并 不 奇 怪 。 上 得 对 于 冰 鸡 广 这 些 还 间 的 
端点 却 又 连续 这 一 点 可 能 不 区 理 和 解 。 初 演 接 触 连 起 樟 念 葛 学 
生 ， 等 易 从 直观 上 产生 一 种 印象 ， 似 乎 “ 函 数 在 点 各 连续 ， 
必 在 其 附近 也 连续 。>” 例 ?7 证 明 这 种 印象 与 实际 不 符 。 对 人 鲍 
7 中 的 函数 来 说 ， 在 每 个 连 急 点 的 附近 ， 画 数 都 是 间断 的 
的 。 这 说 明 从 丽 数 了 在 点 xo 连 堵 不 能 推出 了 在 x" 附 近 连 续 。 
这 也 是 我 们 所 强调 的 连续 概念 的 局 部 性 。 

例 7 中 的 玖 煞 显 热 可 者 示 为 sinrx 与 Dirichlet 现 数 妃 Cx) . 
的 积 :f(x) 二 sinnx* D(x); 它 的 图 象 不 能 完全 面 出 ， 查 可 以 这 
样 描述 ， 在 连续 曲线 y= sinrx 上 上， 与 有 理 烤 对 应 的 点 (Y， 
sinax) 不 动 ， 与 无 理 数 对 应 的 点 褒 着 与 Y 轴 平 行 的 方 南 范 
到 * 攻 上， 所 得 即 为 1 的 图 象 。 这 样 ，siaxx 的 零点 是 f 的 连续 
成 ， 其余 的 点 是 『 的 第 二 类 间断 后 。 

作为 综 习 ， 可 举 出 上 共有 隐 下 性 质 之 一 的 函数 。 

(1) 定义 在 (一 ， 十 co) 上 ， 仅 在 x 一 0 连续 ; 、 
(3 为 自然 数 ) 3 

(3) 定义 在 【一 co， 十 co) 上 ， 仅 在 z。 一 赤 
(m 一 0， 士 1， 十 2，…》 连 续 《 例 了 可 议 吗 3? 》， 


(4) 定义 在 〔 一 co，- 上 co) 上 ， 仅 在 zs= 工 (mw= 二 1， 


:2 … 连续 ， 
然 导 证 明 一 个 命题 ， 
设 yw R-*R 连 急 ，f (x 一 p(x) D(x) {x ER) 

关中 已 六 丈 他 训 和 (Dirichletn” 画 数 ， 则 mp 的 零点 基 / 的 连 续 
， 其 余 的 上 氮 【 使 ?kxo) 关 0 的 点 xzo) 是 1 的 第 二 类 间断 点 。 


一 了 3 一 


命题 是 例 了 的 一 般 北 ， 可 采用 与 例 了 类似 的 方法 来 证 
明 。 
下 面 屋 8 中 国 数 间断 虞 的 分 布 更 为 复杂 ， 站 观 上 不 易 想 
人 象 ， 证 明 也 略为 困难 。 
例 8 古 究 黎 量 (Riemann)】 函数 的 连续 性 。 
l/g 当 x 一 户 /9 {pp,9 是 互 质 的 正 整 数 ) 
fx) —{ 
0 当 x 是 正光 理 数 
解 之 定 竖 域 为 【0， 十 ce] 
当 xo 为 下 有理数 ，xo= - 姜 ， 则 /Co) =>0 
了 到 正 元 理 数 列 {x。]，x->xo， 于 是 1 Ce 一 0 
xo 是 7 的 间断 点 。 
妆 xo 罗 下 无 理 数 ， 则 Ff (x0) 一 [i 


-Ye>0, 有 自然 数 go， 当 z>eo 时 ， -<e， 因此 使 -> 


z 的 自然 数 仅 有 有 了 跟 个 ， 不 妨 设 它们 就 是 1， 2, ，Gn。 
在 {x0 一 J]，* 加 十 1】 内 以 1] ， 宇和 go 汶 分 挟 的 旺 约 分 
数 总 共有 有 限 个 ， 当然 不 会 是 xo) ， 因 此 存在 xo 之 9 邻 域 
《xo 一 6，xo 十 和 )。 其 中 不 含 上 述 既 的 分 数 ， 于是， 若 *E 
{xo——6, Xo 5) s 划 

或 者 x 为 无 理 数 ， 于 起 ffx) 二 0， 


或 者 x 为 有 理 数 ， 风 x 二- 《 p,4 互 质 且 g>go)， 于 是 
f= < 


总 之 ， 当 |x 一 zo | 之 6 时 ， | f(x) —f Xo) ) = fo 1s, 
.了 在 xo 连 续 . 


上 厢 的 证 明 中 ， 实 际 上 证 明了 当 虐 约 分 数 x 二- 一 % 


(其 中 x, 为 无 理 数 ) 有 时，9->+co。 从 证明 的 过程 中 还 可 
以 看 到 ， 当 x。 为 有 理 数 时 ， 绍 论 出 成 立 。 利 用 这 一 点 , 可 以 
证 明 画 数 z 
1 有 1 十 苹 ， 当 x = 一 Be，(pD.9 是 互 质 的 正 束 数 ) 
f(x) = L 了 十 开 
当 x 是 正 无 理 数 。 

C 它 在 (0， Joo) 上 有 意义 ， 
在 正 无 理 点 以 及 %=1 连 续 ， 而 在 其 余 的 正 有 理 点 阅 断 -… 
《练习 ) 

最 后 安排 几 个 有 关连 外 性 的 理论 题 供 作 练 习 ， 它 们 的 证 
明 并 不 困难 ， 但 注意 要 考虑 周密 ， 不 出 潮 洞 ,叙述 要 条 理 清 . 
新 ， 

练习 4 证明 ， 阁 在 TI 上 连续 ， 旦 f 在 I 上 所 有 有 理 点 
处 其 值 为 等 ， 则 了 在 I 上 恒 为 零 ， 

(只 需 证 f 在 每 个 无 理 点 处 其 值 为 堆 。 为 此 利用 f 的 连 
续 性 。) 
满足 fC 二 Xa) 一 下 人 1 Tf (x) ( 称 为 可 加 性 条 性) ， 证 明 ， 
f 在 〈 一 c，+eco) 上 连续 ， 且 为 线性 沙 数 ， 

“.《 先 利用 于 之 可 加 性 条 件 证 明了 (7) = 了 (7, 其 中 7 为 有 
理 狼 ， 再 由 /在 x 一 0 过 续 及 可 加 性 条 件 证 明了 在 《一 o， 
+Tc) 上 连续 ， 最 后 证 出 f(xy (D%s 一 co 过 X 芝 二 co0》 
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练习 6 讽 F 定 尺 在 攻 间 上 旧 三 了 的 癌 晰 点 峭 为 可 去 
间断 点 ， 定 习 . 
gx) ee 的 xED) 
证 明 ， 9 在 [上 
”证 vac lm 

¥en0, 3 $0) >0, Yi 0 
1 了 DD 一 g (0 1<s， 于 是 对 每 个 ED (07* 有 有 ”之 亮 分 小 部 
Oa (CX) 恤 ie :人 当 : 

一 i 
iEOa DD) HH, | 的 一 ae) “ rf 
Do < 在 以 上 不 等 式 图 了 
肉 ， 令 二 *x 取 极限 , 便 得 ，| g00) 一 g (0) | <e 妆 x 和 Deo (0) 
及 上 式 对 > 一 6 显然 成立 ， 

YX |x—a| < 人 )，。 有 19g090 一 8(0) | 三 2，,', 9 在 x 一 a 
连 线 ， 因 而 在 I 连续 。 


$ 2 一 致 连续 性 . 


逊 数 的 连续 狂 是 一 个 局 部 竹 的 往 念 。 当 我 们 说 函数 了 在 
7 上 连续 时 ， 只 是 说 了 在 7 上 短 一 点 篆 连 续 ， 而 上 在/ 虐 一 至 
连续 的 定义 显然 是 一 个 整体 仁 的 概念 

一 般 说 ,了 在 1 上 连续 不 能 导致 了 在 1 上 一 致 连 绪 ， 而 当 
了 是 闭 区 间 时 却 可 以 这 样 、 这 是 由 于 闭 区 间 [a，6] 具有 某 
种 特殊 的 性 质 (通常 叫 艇 紧 福 ) 。 对 于 其 他 类 型 的 区 间 了 ， 


《sy 就 让 宫 #5) 7a 汶 点 9 的 空心 孝 坊 


在 它 上 面 迹 续 的 函数 是 理 具 有 一 强 连 纵 性 就 需要 进行 具体 分 


泊 。 最 基本 的 方法 是 按 一 致 连续 性 的 趾 义 来 检验 。 下 面 先 举 
玫 个 便 题 。 


例 1 证 胃 7 了 (xz 一 2sitx- 一 oosxz 存 【一 ce， 二 co 一 豆 连 
续 . : : 
证 利 肌 三 骨 通 数 和 盖 化 程 公式 易 证 YX ，X%2 《一 0， 
十 有 1 Fr —f Xo) | 安 213%3 | 


， 如 
7 en Er 0=-,, WAL Kas EAE 


有 | 了 fx) 一 了 x) | < 之 e， 因 而 了 了 罕 ( 一 2 ， 十 0) 一 至 连 线 。 


例 2 证 明 了 (=< 在 (0，+co) 一 臻 连续 。 


证 明 考察 17 (co 一 Fe] 一 | -2 罗 - 一 - 因 -| ,发 现 


需 到 三 究 了 在 > 0 十 0 及 “十 co 时 的 性 态 。 
ln, 1 
x 一 人 0 是 了 的 可 去 间断 点 ( 帮 侧 ) ， 考 碟 医 数 
Fix) x > 0 
7coo ={ 
1 区 二 应 


则 F 在 x 守 0 连 各 ,因而 在 任何 有 限 区 间 [0，. 上 一 至 过 
续 ， 因 此 7 在 任何 有 限 区 间 (0，.A) 上 一 臻 连续 (4> 0)， 


_ Si 和 , 
证 ， lim- pr = 0， - Ye> 0, 34 A> 人 1， 


pi hd rT 


VY A, 有 | 富生 |e/4, "Yn XE€ [A,+o) 有 


| Sin 1 -2 


二 < 2 (A) 
及 了 在 (0 ，A] 下 生计 即 we>0 了 96>0， 
VE, XE 0 A ， |x 一 Xl1<6,， 有 


| sinm x1 2 


x 二 | /27 “eee 


于 是 Wx，XEC0， 十 00)， 只 要 [xx | < 站 
当 x), x;E CA, 十 co) 9 由 (A) 知 ， 


| Hn x -2 |<ef2 


当 %,， wt0, A 由 {B) 知 : 


0 2 a | oj 
1 . 
XECO, AT, ws€ CA, 十 ce) 财 
| Sn x Sn bh | sm 内 | ] sin. A 
x A 
Sinxe | 2 _ 
Xs 世 + 2 一 


8 有 | - 裤 生 -下 二 | <。 二 (0，+~) 上 一生 


连续 . 
分 析 便 2 的 证 明 ， 谍 们 署 到 由 f 在 无 穷 开 区 间 ( 0，+co) 


内 的 连续 性 导出 其 一 致 连续 性， 主要 利用 了 上 本 身 的 人 性质: 
当 x-~>0 十 0 或 > 二 ee 时 之 《 音 侧 ) 极限 存在 。 《当然 还 
利用 了 闭 区 间 上 连续 通 数 的 一 致 连续 性 ) 由 此 未 难得 出 使 得 
在 开 区 间 “有 穷 或 无 窍 】 内 连续 孙 数 成 为 一 到 连续 的 一 个 充 
分 条 忻 **， 在 开 区 问 的 两 端点 【 左 端 点 可 以 是 一 oe， 尖端 反 
本 以 巷 二 co)， 了 之 单 倍 极 限 奏 相 ， 作 为 综 习 ， 上 由 学 生 号 出 
和 客 整 的 定理 并 帮 也 证 明 。 今 后 还 可 以 用 这 个 定理 判断 开 区 加 
上 连 忽 孙 数 的 一 致 连续 性 ， 而 不 必 都 按 定义 证 明 。 

例 3 证 明 兽 数 f (x) 一 二 

(2 在 《 -7 门 上 一 到 连 续 ， 

(i) 在 【一 co， 二 so) 上 不 一 致 连续 。 

证 (站 .jj 在 [一 l, 有 上 一 琉 连 续 , 因 此 在 ( 一 1， 
站 一 培 连 续 。 
(二 取 攻 = 十 二， we {1) 


则 12 一直! 一 元 一 0 (eco) 但 |f (5) 一 (x5) 1 


1 
一 | 二 2 十 训 - 一 供 | 一 2 十 襄 :>> 2 


，。 取 e= 2，Y6> 0， 于 使 | 一 必 ,] = 二 一 6， 但 
2 ， 0 
| (一 了 (人 .在 (一 Co， 十 co0】 上 不 一 致 巡 
Es 二 
** 对 于 有 限 区 旬 ， 这 个 森 件 还 是 必要 的 ， 其 证 明 杰 用 到 柯 丁 收复 原理 〔 员 
第 五 章 ) ,对 于 无 涩 区间 ， 这 今 条 性 不 是 必 娶 的 ， 请 举 出 反例 ， 


- 于 一 了 日 -一 


例 4 证 明 函 数 F(o) 一 ercos- 二 在 《0，1) 不 一 至 过 
续 。 
加 
证 取 x, nr nD 


, ” 1 
市 |x 一 2 一 ant Dr 0 (Cn— oc0) 


但 |f x6) 一 jx) | eIriterntrr> 2 


取 =。 一 2， yY 6> 0， 2 #4, 使 
1 
28of280 tT 1 7 < 


但 1 一 Fo | 六 8 7 在 【0， 上 上 ) 不 一 致 连 续 ， 

再 安排 几 个 与 一 致 连续 性 有 关 的 练习 。 

练习 1 “证 明了 在 了 上 不 一 致 加 续 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 
点 列 { To }CI， 使 im(xa 一 Xe) 一 0 ， 伍 当 ?* 一 十 ce， 
Cx fx IA0, 

练习 2 ”证明 {2%?) 一 Vx 在 [0， 十 ww) 上 一 流连 续 。 

由 此 置 当 ， limf Cx) 存在 不 是 在 [0， 十 ce) 上 一 致 连 
续 的 必要 条 件 。 

疾 习 3 了 证明 (XX) = 一 sins 在 50, 二 co) 上 不 一 吾 连 纺 。 

练习 4 车 fg 在 区 向 了 上 都 是 一 致 连续 的 , 问 F 二 9 
f9 存 了 上 一 豆 连 急 玛 ? 

提 沪 ， 考 外 条 积 fg 时 ， 村 分 别 就 1 是 有 界 区 间 及 【是 无 
办 区 闻 两 种 情形 进行 讨论 。 


| = 


rr 
Eh 


练习 5 “证 时 车 浮 数 了 在 有 界 区 间 1 上 一 致 连续 ， 则 f 
在 I 上 窑 界 。 若 1 为 无 界 区 间 ， 辣 论 还 对 吗 ? 
捉 示 :无界 区 间 情 形 ， 考 虑 函数 
f=x 【一 co <y< 十 co 。 
练习 6 设 f 在 Ce， 十 o] 连续 ， 且 洒 < > 十 ce 时 ， 耻 一 
f (xy) 以 直线 y 一 cx 十 4 为 渐 近 线 ， 邯 满 呈 
limCf (x) — (ex + I= 0 


则 了 在 [ze， 十 ce) 上 一 致 连续 。 
提示 : 方法 1 按 一 至 连续 的 “ce 一 4 定义 证 ， 
方法 2 先 考 虑 函数 px0 = 了 (2%) 一 (cx 十 四) 的 一 
致 连续 性 ， 再 利用 毕 习 4 的 结论 。 
最 后 看 一 致 连续 性 定理 的 一 个 证 明 ， 由 学 生 检 查 它 是 否 
正确 ， 
设 了 在 [0, 站 上 连续 ， 试 证 在 [6, 间 一 致 连续 。 
试图 采用 反 证 法 ， 证 明 如 下 ， 
假设 f 在 C9， 8] 上 不 一 臻 连 绽 ; 则 3 es 计 0，Y6.>0, 
x x ECOOIE TN O—% | 人) | 
又 在 x: 连 续 ， 对 go 盖 0，39>0， 
YxELa, bY |x—%| <6 有 IF) —f x) ee, (2) 
出 于 5 任 音 ， 取 5 二 此 时 [| < 
因此 1F(xa 一 一 了 (2 | < ee 间 刘 二 二 古 昌 相生 rt 
《3) 与 人 芒 兰 盾 ， 因此 在 Ca， 6 _ 致 连续 . 


| 


8 3 连续 函数 的 性 质 


连续 函 煞 是 一 类 重要 餐 函 数 。 可 以 疯 ， 数 学 分 析 中 研究 
的 函数 基本 上 是 连续 函数 。 因 此 连续 函数 的 性 质 自 热 是 我 们 
所 关心 的 。 我 们 已 经 知道 闭 区 间 [ay 的 上 和 连续 豆 数 的 性 
质 ， 在 3$ 2 还 做 了 有 关 一 臻 连续 性 的 练习 ， 并 且 得 出 在 开 区 
间 上 上 询 连 续 吴 数 成 为 一 臻 连续 的 一 个 充分 条 人 性。 同样 ， 对 开 
区 间 (4， 六 上 的 连续 函数 ff， 也 可 以 加 上 荣 些 条 件 之 后， 使 
其 它 性 舌 (如 有 界 性 、 达 到 景 大 或 最 小 值 、 介 值 人 性 】 得 以 保 
持 。 究 竟 需 要 加 上 什么 条 件 ， 和 希望 由 读者 自己 试 闭 同 答 。 不 
芒 先 画 一 些 图 形 ， 通 过 观察 、 分 析 、 概 括 出 所 需要 多 条 性 ， 
然后 写 踢 完整 的 命题 ， 最 后 加 以 证 明 。 也 可 安排 在 习作 课 二 
进行 讨论 ， 但 尽 可 能 由 读者 自己 作出 解答 。 

下 面 我 们 纵 出 这 个 问题 的 一 些 同 管 仅 作 为 参考 . 

结论 1 设 了 为 区 间 《了 可 亿 开 , 闲 、 半 开 等 )， 左 庙 点 
是 co( 可 能 是 一 oo}， 有 庙 点 是 碟 可 能 是 +co7， 上 在 了 连续， 
Emf (XO— A, .lmf ks 一 B( 其 中 4， 避 斌 能 是 一 cc 或 十 ce) 


虽 4< (约定 一 co 二 实数 gc<<+co》 则 对 任意 实 数 CE 
(A，B) ， 有 xo 全 I， 使 1 {x0) 一 6c。 
” “证明 由 于 mx) <oclimf (0 
在 工 上 存在 xi (ce 之 右 侧 附近 及 x: 《之 左 俐 附近 ) ， 
合 7(x0<e< 和 Fix。 然后 由 通 常 的 介 售 定理 知 ， 存 在 
2 E (xi CT， 使 六 xz) 一 ce。 
由 此 看 出 ， 了 和 豚 “ 人 和 体 性 二 的 关键 在 于 了 是 区 间 ， 圣 于 
~ 


人 


任 么 样 的 区 间 无 关 紧 要 , 长 间 的 特征 是 “连通 性 7 ， 即 
<“VYxi wsEf 有 [xl za 二 12 也 可 以 利用 这 个 性 质 给 
出 区 闻 前 一 般 定义 。 

结论 ”变通 数 /，[ 一 R 连续 ， 其 中 了 是 区 间 。a，4 分 
别 是 7 了 之 左 、 右 端点 《注意 。a、 8 不 一 定 属于 了 ) 里 极限 
,hm f(*) 及 fim FC2) 都 存在 (注意 不 能 是 + co 或 一 ceo) , 则 /在 
I 上 有 界 . (证 略 ， 注 意 % 可 能 是 一 oo，6 可 能 是 十 oo) 

结论 5 车 /在 (a，6) 连 续 , 有 limf(%) 一 limf(*) 一 十 %， 
则 7 在 〈z， 纺 上 可 取得 最 本 值 (Ca，5) 可 能 是 无 窍 区 间 )， 

证 明 ”也 于 limf(x) 一 limFxe) 一 oo， 


到 (2 +8), 网 I] 9.> 0，Yx: o<x<at6， 有 j (> 
f(e), BIG > Vx 5—6<r<b, 有 fC > fFE), 
可 取 6;，6. 充 分 小 ， 合 <8 Ecat8 ,66.1 


而 1 在 Ca+61,6 一 遇 ] 上 连续 ， 因 而 可 取得 最 小 值 ， 即 fc) = 
min {fC YELaTG, 6—02] . 


让 寺 妆 |] 号 二 号 自 一 必 


有 72 万 f(c) ， 特 别 地 有 f (c) 二 + ， 
于 是 当 XE (a, ac 二 5) 或 xE (6 一 6,， 所 时 ， 有 ， 


FF 28) Sf Omin{ f(D 
即 f 在 (4，5) 可 有 破 得 最 小 秆 了 ce7。 i 


” 一 8 一 


~ 《【 美 于 最 大 值 有 类 做 定理 f 对 于 无 界 区 间 , 结论 也 成 
结论 4 车 f 在 LW， 总 连 线 ， Hlimf (%) =1limf (zx 一] 出 

,inf OO}, maxtf(%)} 至 少 有 一 个 窑 在 。 

(车 区 间 (o 纺 为 无 穷 江 问 ， 则 绪论 也 成 立 ， 证 路 》 


再 面 安排 一 些 理论 题 ， 前 两 个 基 介 值 定 理 的 深化 ， 司 几 
个 属于 连续 函数 性 质 的 应 用 。 注 意 在 构思 证 明 时 要 借助 于 直 
观 ， 但 不 可 把 直观 当 作 证 明 的 根据 。 

例 1，” 著 f 在 区 间 7 具 有 介 值 狂 ， 且 f 杰 1 单调 ， 出 
在 了 这 键 。 

证 了 深 取 扩 证 法 。 计 在 在 如 EE 了 ,了 在 wo 和 襄 断 ，'. 了 在 六 单 
调 (不 妨 设 F 在 1 上 不 诚 )，..%o 是 第 一 类 问 断 点 , .fC*%6 一 0) 
< 十 站 
…F 不 可 能 取得 《fx 一 0) ，jfxo 十 0 内 异 于 /C0) 的 值 ， 
这 与 /的 介 值 性 矛盾 (为 什么 ? 〉》../ 存 了 连 线 ， 

同 2 沙 F 在 区 问 了 工 连 续 ， 贿 保 台 

FF 站 一 TFIzET 

是 区 癌 ， 

证 ” 近 区 间 的 一 般 定 六 ,及 逢 证 ; 车 中 cs EFC， 烛 
Lo, ICHFDN, (这 里 设 0 02) 
es CEFCU)Y .在 在 Xi XE 了 局 f(%1) 一 61， f(x:) 
=c,， 根 据 介 值 定理 ， 对 任何 cE (C1，c)， 必 有 XE Cx， 
二 工 识 XC， X00) CT 要 f(X) 一 5c， 即 C11) 
Lo Calf 
埠 习 1 设 P.(X)== 和 二 1 十 十 QiX 十 fs 


大 实 系 数 和 多项式， 证明 ， 

1° 当 # 汶 奇数 时 ， 卫 , (*) 至 少 有 一 实 概 ， 

2° 当 # 为 偶 激 时 ，P,(*) 能 取得 最 小 全 

《 浊 示 ， 考 虑 当 x 一 十 oo 及 Y 一 一 ce 时 ，.( 的 变化 址 
势 ， 然 后 分 别 利用 结论 1《〈 当 ?为 订 数 时 ) 及 结论 3 〈 当 ?为 但 
数 时 ) 。 

练习 2 证 明 每 一 非 负 实 数 有 唯一 的 算术 平方 根 ， 即 设 , 
az 基 0， 则 存在 礁 一 的 非 负 实数 <*， 使 佐 一 a。 

《 当 3 一 0， 结 论 显然 上 成立: 当 0>0 时 ， 考 虚 P(X) 二 
XI—0 0 二 +o0), 

练习 了 设 上 在 区 间 了 上 连 鳞 ， 且 在 了 7 上 到 值 尼 光 有理 
数 ， 间 f 是 优 样 的 函数 ? 

练习 4 放 证 明 ， 若 了 证 [0， 的 有 连续， 县 立 xE[Ce，D]， 
f(x) ECa， ti， 则 了 在 [ez， 的 中 必 有 一 个 不 动 点 ， 即 ] xoE 
[ay0]， 司 fo) 一 Yo 并 说 明 结 沦 的 儿 司 意义 ， 此 不 动 点 所 只 
一 吧 ? 

(提示 设 户 (X) = 二 了 20) 一 x* 考 罕 (中 及 FO9) 的 符 导 ， 
记分 值 焉 带 即 证 得 。 几 何 意 广 如 y 
图 ， 丰 让 点 为 不 一定 叶 一 ，) 


练习 5 这 疡 《向 =" 
十 Ga -1X 十 
二 十 x 十 @ 是 实 系 数 儿 项 
式 ， 证明，|P, (x) | 能 取得 最 小 
什 . ”0 
( 扫 相 ， jP, Cx) | 在 (一 ec， 十 co 连续， 分 划 考虑 当 
—g5— 


x 一 一 co 及 x 一 十 co 时 ，| 己 , (为 | 的 变化 趋势 ) 
练习 6 设 / 在 [0,1J 连 续 ， 且 f (0) = 了 (1)。 试 证 明 ， 对 


任意 自然 数 "， 习 mcE 10， ! 一 二 |， 使 f(x) 一 (xo) 
(提示 令 9(9 一 了 (GO 一 1 (x+ 讶 只 要 证 9 在 


[o, 1 一 二] 上 有 零点 即 可 。 可 用 区 证 法 证 明 ) 


第 五 章 “关于 实数 的 基本 定理 
及 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 的 证 明 


0 
.承认 了 下 述 事 实 ， .实数 系 是 存在 的 在 实数 系 内 通 
关 的 蓉 本 运算 只 朋 知 交 于 性 夺 ， 并 且 【〔 这 是 最 要 紧 的 ) 
在 实数 系 内 ， 确 界 原理 成 立 。 葡 界 原 理 描述 了 实数 集 的 连续 


二 


性 ， 而 有 理 数 集 就 不 具有 这 种 巡 续 性 。 进 而 ， 为 了 论证 的 方 
便 ， 又 证 明了 与 确 界 原理 等 价 的 几 个 定理 ， 闭 区 间 套 定理 、 
有 限 复 请 定理 及 维尔 斯 团 拉 斯 〔Weierstrass) 的 臻 密 性 定理 
《或 称 列 紧 性 定理 ) ， 

2. 利用 以 上 诸 定 理 证 明了 关于 数 到 极限. 函数 极限 存在 
的 两 个 看 要 定理 ， 单 调 有 界 的 数列 (函数) 必 有 极限 ; 关于 
极限 的 柯 西 {Cauchy》 收 侣 原理 。 从 而 完成 了 极限 的 理 
论 。 

5。 证 明了 所 区 间 上 于 连续 耿 数 的 性 质 。 

以 后 微分 学 、 积 分 学 理论 的 建立 与 发 展 都 以 这 -- 音 的 理 
论 为 基础 ， 因 此 本 章 内 容 是 整个 数学 分 析 的 理论 基础 。 

为 了 很 好 地 理解 数学 分 析 前 理论， 掌握 它 的 论证 方法 ， 
人 必须 把 这 一 章 学 好 。 但 是 ， 不 可 能 一 下 子 就 达到 熟练 掌握 的 
程 榨 。 我 们 准备 在 习作 深 上 帮助 学 生 搞 清楚 一 些 基本 概念 ， 
济 够 基本 的 证 明 方法 ， 然 后 通过 以 后 的 反复 送 用 ， 得 以 进 一 


一 一 有 了 一 - 


La A 


步 掌握 这 些 方法 . 


5 1 确 并 原理 


确 界 原理 是 我 们 的 出 发 点 ， 我 们 首先 用 它 来 描述 实数 的 
连续 性 。 但 确 界 松 念 对 于 初学 者 不 易 掌 狂 ， 学 生 往往 把 它 与 
最 大 《小 ) 值 等 同 起 来 。 对 证 明 中 如 何 和 运用 这 个 概念 也 感到 
困难 。 避 求学 生 通过 一 定 的 练习 能 够 理解 这 个 概念 ， 并 旦 能 
运用 它 来 证 明 一 些 较 人 简单 的 题目 。 

下 面 的 练习 可 以 帮助 学 生 正 确 地 理解 确 界 概念 。 

例 1 讨论 以 下 各 数 集 4 的 上 、 下 确 办 : 


(i) 4={ x| orcph 
(ii #4 ={ arctgx | __oo<x 必 十 oa 
Gii)y 二 为 正 无 理 数 集 的 党 合 ， 


{iv ) A4={ 1 二 Rsin [a1, Dy oes }. 


讨论 (i) 显然 "，5 分 别 是 集 4 的 下 界 与 上 界 ， 又 


对 任 登 >0 【不 妨 没 e<6-o ， 存 在 a + 及 


5 一 二 GE 4, 显然 "十 了 <<a+e， 一 六 > 五 一 e 
inf = 一 G， sup4d=e， 


ii) 由 于 arctg * 单调 、 述 续 及 lim aretgx 一 一 地- 


‘lim arctgx 一 -7 相知 : ，- 


4={ | -wz< gy 之 /2] 《为 什么 ? ) 


inf 4 =—#/2, supA= 2 
iii “显然 0 是 了 44 的 下 界 ， 但 4 无 上 上 界 ， 故 
sup .一 十 co。 
V e>0 在 (0，s ) 内 必 有 无 理 数 s ， 因 而 s E 4 
s<0 二 8， inf A=0, 
firy》 当下 一 2 有 一 1 


nA 


1+ nsin 2 一 1 十 (2 —1) sin ( kr 一 本) 


=1+ (28— 1)coshx 。 sin (— 


一 1 十 (2h—1) 《一 1 一 2 
此 处 E 可 取 任 意 官 然 数 , 而 
Xau 十 《483 一 打下 十 co 《> 十 oo 
am 一 T 一 《41 一 3 一 一 co (Ht) 
4 有 耳 无 上 上 界 又 无 下 界 ， 
ini 4 一 一 cp， Sup A= + 
二 2 设 才 是 非 空 实数 集 。 试 证， 下面 两 种 定义 (TI) 
与 (1) 等 价 : 
(1) 如 果 存 在 实数 局 ， 满 是 下 面 的 条 件 ， 
3” YE4d， 有 x<p， 
2"。 Yesg>0，3 了 xx:E4， 合 8 > 有 一 2 则 称 忆 是 集 4 


一 和 9 一 


的 上 确 界 ， 记 为 B 一 sup A 
(I; 如 果 在 于 实数 8， 满 足 十 面前 两 个 条 件 : 


1” YXEA， 有 * 拟 A， 
2” 投 记 是 4 的 任 一 上 界 , 则 pep， 则 称 6 是 集 4 的 


土 确 需 ， 记 泳衣 =sup dd。 


(证 明 略 ， 由 学 生 做 山 ) 
注意: 《FE》 时 的 条 御 交 明 : 吕 是 集 4 的 最 小 上 界 。. 因 此 


( 虐 》 确 界 原 更 可 以 说 成 ， 每 个 有 上 界 的 非 空 实数 集合 必 有 


其 俏 上 界 . . 
河 题 1 若 集 4 有 上 界 ， 间 4 是 否 一 - 定 有 最 天 数 ? 又 若 


4 有 景 大 数 ， 它 与 4 的 上 确 界 有 什么 关系 ? 
问题 2 设 f 0 >0, xED, 能 否 断 定 inf {f (2 >>09 
也 mintf (0) 是 否 存在 ? 如 到 min{f (%) 上 二 0 在 在 ,是 


否 必 有 & 03 
例 5 证明， 一 切 芷 有 逻 真 分 数 也 (0<m<n) 所 成 之 


集 4 无 最 大、 最 小 数 ， 但 有 上 、 下 确 界 。 
证 对 任何 正 有 理 数 -一 ， (0<m<n) 有 


02Im 1 


A 

天 2 2 好 

I 2 7m 二 1 
有 < tt 02m + 1 < 2 


现 证 : inf 4 一 0， sup 4 一 1 对 任何 加 (0 


有 0 el, Ye>0， 洋 nm=-| 二 |， 


Winf A=0. 
Ld 1 
攻 时 号 了 Li | 1.|， i rr, 二 1 ， 
二 2 
i ee 下 os 1 TT ! 一 全 一 号 


fe - ta Fi 


用 因 . 
i (0 过 二 之 1 二 1) 
sup 4 二 1，, 
例 4 证明， 以 下 定义 (于 ) 与 例 1 中 上 厂 界 定义 《1) 或 
《> 等 价 。 
‘ 卫 ) 庶 4 是 非 空 实数 集 ， 如 果 人 在 王 实 狐 月 ， 满 足以 
下 荣 性 ， 1 . : 
1°” VxEA, *<p: . 
2" 大 在 由 4 中 的 数组 让 的 列 xoj*"， 合 mp 
( 当 n> + 00) 
则 称 8 为 集 4 的 上 确 界 ， 记 为 B=sup 4 
证 明 ”只 需 证 明 ， 在 茶 件 1 之 下 1 
Ye0 了 习 xE4d 使 X> 有 一 上 二 会 3 由 -4 中 的 数组 成 


s 这 些 q (= 1 2 3 可 能 有 被 此 重复 者 ， 蔡 至 机 站 安 此 x 
Ci) 这 种 特 儿 情形 ， :此 肝 B 症 二 .中 最 大 王 。 


-一 9 一 


由 


的 数列 ix.1， 人 使 一 (ro0)。 
外 2 对 对 如一， 3 区 人 使 6 一 二 <xo<8 


(n= 2, 人 
于 是 [一 Bl< 二 (n=l, 2，…) 


lim x = 


Fe 


He YY 当时， | 2 一 此 [< 人 ， 
Xw+lC 过 月 xye >A—e, 

关于 下 确 界 ， 也 有 类 和 似 的 等 价 定义 。 

讨论 确 办 问题， 有 时 利用 定义 重 也 很 方便 。 加 二 2 ， 显 


然 ) ，1 分 别 是 人 4 的 下 办 与 上 界 。 只 锯 取 {由 } =4、 


1 ， 关 _ ww 
人 人 上 4， 由 于 一 -一 0， 地 干 】 1， 按 定 闵 3 便 知 :1 


inf A=0, sup A4=1. 

下 面 是 直接 利用 确 界 概 营 的 一 些 简单 证 朋 题 ， 志 要 灵活 
运用 确 界 概 念 的 三 个 等 价 定义 。 

练习 1 设 4、 互 是 两 个 非 空 有 界 实数 集 ， 且 <4 一 B， 
求证 : sup A 三 sup B， jnf dini 2. 

{提示 ， 接替 关 开 ， 只 需 证 sup BB 基 .4 的 上 界 , 这 是 最 
然 的 ) 

练习 工 中 的 谷 题 可 以 叙述 为 ， 当 数 舍 磋 太 时 ， 上 确 界 不 
会 变 小 ,下 确 界 不 会 诸 大 。 

练习 2 设 4 是 非 空 实数 集 ,， a 是 实数 ， 且 YxE 
有 X68， 间 ，sup 4A<8 与 sup 4<a 中 万 一 个 必定 成 立 ? 


练习 5 设 画 数 f 在 D 上 有 界 ， 求 证 ， 
1°” sup 《一 Fo) 一 一 ipf {f 0 
2° nf (—f00}=—sup{tf (0)}, 


(这 说 明 上 、 上 下 确 界 春 问题 可 也 互 相 转 化 ,又 只 和 证 
1°"， 因 2° 可 由 1 推出 ) 
例 5 ” 设 疯 数 六 95 在 口上 有 界 ， 求 证 ， 
sup p {f 2}+int {ox) }<sup {fx) 十 BC 


<sup {f {2)} +sup{9(*)} 
证 YXED, ft(X) 9g sup{f (十 sup{9 (x)} 
由 定义 卫 知 : sup {tf (9 19 } esup 人 GO 十 Su {g(x)} 
又 su p{f (%)} — supt CF + IO 十 【一 9GCO] 1} 
<sup{f (2) +g(*)} 十 sggf 一 9 
= supif 0) tox }—inf{gt%)} 
sup{f 《2 y+inf{ gC%) 了 所 sup{f (%) +gtx)} 


以 上 证 明 中 注意 到 了 上 、 下 确 界 和 的 互相 转化 。 
例 6 设 4 为 非 空 实数 集 ; 且 户 =sup 4 存在 。 试 证 。 
车 BE 4， 则 存在 4 中 一 全 严格 上 升 数列 {xsj， 使 一 户 。 
(证 明 巾 ， 注 意 要 求 数列 {m4] 严格 上 升 。 又 若 PE A， 
结论 还 成 立 吗 ?.) 
例 7 证明 收 笋 数列 {x。】 至 少 达 到 它 的 上 、 下 确 界 中 


的 一 个 ， 即 集合 {和 | ,一 ]，2，..… } 或 有 最 大 数 或 有 最 小 
数 或 既 有 最 大 数 又 有 最 小 数 。 


证 因 必 伍 数 列 必 有 界 ， 


ainf{x [ae ] ,2， .小 
及 b= sup {x (a .1 2， …} 沸 存在 。 
令 ?=lim xo， 则 由 a<<xn<<， 得 ac<y?<p， 


2 一 月 的 情形 结论 显然 减 立 ， 只 需 证 2<<B 的 情形 
Ci) 车 c<y<B, 则 ja>0 及 N, 便当 WP 
时 ， 和 Cp 一 2 +8) 己 fa PB) ， 于 基 在 fa， y 一 2) 
《7 十 Eey 召 ) 内 都 内 有 有 有 限 个 %， 凡 因为 9， 六 分别 是 
{x 的 上 、 下 确 界 ， 圾 这 有 限 个 加 必 能 分 别 达 到 a 及 月 。 
(ii) 车 a=7<B, 划 了 e>0 及 NN 合 当 二 N 
时 ，x 和 《ce，a-He) 一 《a， 有 ) ,于 是 {%} 可 达到 有 
Qiii) ， 若 z<y 二 8， 类似 可 证 {Xr} 可 达到 a， 
( 例 7 若 采用 有 反 证 法 也 不 复杂 ) 
利用 确 界 原理 论证 一 些 理 论题 ， 其 方法 往往 很 简捷 ，、 也 
很 巧妙 。 关 键 是 构造 适当 的 沫 合 ， 而 这 正 泥 证 骨 的 难点 。 一 
定 要 对 条 人 忻 、 续 论 划 以 分 析 ， 有 时 还 要 借支 于 直观 有 形象， 才 
能 物 造 出 适合 我 们 需要 芍 集 合 ， 抽 进一步 论证 ， 下 而 我 们 举 
几 个 例子 ， 主 要 说 明 如 可 通过 分 折 ， 构 造 盘 合适 的 集合 。 这 
些 例 子 有 的 较为 复杂 ， 丰 一 定 都 用 在 习作 课 上 ， 仅 供 参 考 。 
例 8 介 什 定理 告诉 我 们 ， 对 于 连续 的 来 说 , 当 
FW (0) >0 时 必 存 在 二 GE feat 使 /8) =0，， 
那么 是 否 存 在 一 个 使 / (#) =0 的 景 太 的 5 呢 ? (这样 的 
可 条 为 想 《4a， 了) 内 的 最 大 零点 ) 直观 上 似乎 是 对 的 。 
下 面 其 体 加 以 证 明 ， 即 证 eg， 六， 使 (0) 一 路 


gd— 


IO ee es ee ULC i 


HE YrxEtc, Bb) f(x)>0. 
证 很 自然 地 构造 出 f 在 
(0，b) 内 的 零点 集 


4 = 蕊 re (asb) BFC%) -ol 
要 证 此 4 有 最 大 数 cy 可 先 i 
证 4 有 上 确 界 ce, 再 证 CEA 
即 可 。 

由 介 值 定理 知 攻 非 室 ， 久 A 有 罚 ， 点 C= stp -4 
奉 碍 且 cE (a, 

车 耳 为 有 限 储 ， 则 5 一 maxz 4， 结论 成 立 ， 

车 .44 为 无 限 沫 ， 则 存在 {Xn} 忆 A4， 合 有 % 一 ec， 再 由 f 
之 连续 性 知 ; f(O) =limF (及 一 0， .cE 4 


“一 max .4; 此 时 了 在 ; (9， Dy 内 没有 零 点 ， 必 与 
7 全) 同 导 ,有 即 f(2)>0 当 ”Et 拉 ，… 绪论 成 站。 
例 8 证 明 , 若 函 数 f 在 fa。 的 上 连续 ， 且 Fe,2 上 每 一 
点 民 为 f 的 极 关 点， 则 /在 [Ga， 的 上 是 常 值 函 数 . 
分 析 ”如 昔 xzo 胶 是 fj 的 极 大 从 后 ,又 是 广 的 极 小 信息 ,那么 
: 必定 存在 的 某 个 领 域 , 平 
在 其 上 /为 常 秆 函数 (到 值 
f(x0))。 在 已 给 条 忻 下 ， 
这 样 的 %, 是 在 在 的 (可取 
让 在 re,63 的 最 小 值 点 作为 
wx， 不 铺设 XoE X06，8)) 。 中- 
先 看 xo 之 右 侧 ， 这 时 0 
码 磊 闭 区 间 [xyo，Y]， 在 


其 上 jj 取信 六 xoy。 我 们 把 具有 这 种 性 质 的 x 的 集合 记 为 
下 ， 只 可 证 明 4 有 最 大 值 & 即 可 ， 或 者 说 证 明 。 sup4=6 
且 5E 4 邑 可 。 这 样 就 其 确 了 应 当 构 造 什么 拌 的 集合 。 

2 之 左 删 类 似 证 明 。 

证 蛆 ” 设 xo 是 f 在 Ca, 的 最 小 值 点 , 不 妨 设 xoE (a, 如 .于 
是 存在 包含 Xo 在 内 的 某 个 遍 区 间 1Ce,6), 在 其 上 f 取 值 f(xo). 
构造 党 全 


4=- {x |» Xb VY iEEX,, Xx), jo ee) 
册 上 述 闭 区 闻 了 的 存在 知 4s 应, 又 A 最 航 有 上 界 ，.'.P 一 sup4 
存在 。 
先 证 BE 4, 即 证 YIE [xzo B00 一 10)， 当 1 之 B 时 ， 
I] XE A， 使!<x， 于 是 = 了 (xX) 当 t1=B 时 ，j x,€4， 
使 一 ,再 由 f (xo) 一 1x0) 及 fT 在 A 汐 连 续 狂 知 f(B) = f(x) 。 
再 证 器 =， 若 不 然 。 < 
则 冉 于 ，F( 甩 一 乒 xo， 故 后 是 7 前 极 大 点 尺 是 /的 要 小 点 ， 
“存在 允 E 人， 有 使 YETE[B，x 了， (人 一 xy 于 是 
YE [xo，z 有 F (9 二 f(xo) 即 z Ed 与 月 =sup4d 孙 着 ， 故 
电 = 六 ， 于 是 YiETExo， 的 ， 有 上 = 了 (x0)， 
类 但 可 证 明 ，YfE [ae，x0， 有 了 一 Fxo， 因 此 了 在 
[ae，6 上 是 常 值 本 数 。 
最 后 安排 几 个 练习 题 ， 杰 求 移 秸 迁 当 的 集合 并 进一步 科 
用 贸 界 原 蔓 进行 证 明 、 对 证 胸 方 法 加 以 限制 ， 纯 粹 是 为 了 练 
习 。 其 中 有 些 题目 可 能 有 更 方便 的 证 法 ， 有 兴趣 的 同学 可 考 
虑 其 他 证 法 并 加 以 比较 。 
练习 4 利 有 展 确 界 原 理 证 明 谷 值 定 理 ， 若 了 在 rc， 的 过 
一 人 6 一 


续 ， 且 (9 <0, 了 ( 罗 >>0， 出 
存在 cE (4， 拉 ， 使 {0) 一 0。 
提示 “由 图 形 可 以 看 出 集合 


4 一 {*|xe ca, bpy, fw <ol 
的 上 确 界 是 f 的 最 大 零点 ; 而 集 “ 


合 3 一 {z < 


YTETG，2%) ， f(D 过 0} 的 上 确 图 11 


界 是 的 最 小 零点 ， 证 明 时 当然 只 需 构造 .4、B 中 的 一 个 集合 
即 可 。 注 六 证 明 要 严密 ， 不 可 依赖 直观 . 

者 想 确 定 的 零点 是 集合 的 下 确 界 ， 该 怎样 构造 集合 ? 

练习 5 利 骨 确 界 原理 证 明 有 界 性 定理 ， 车 /在 Ca， 门 违 
针 ， 则 7 在 [8， 站 有 界 . 

提示 ” 槐 诸 集合 


A= {*|xers, 2) YiECa, *], 有 | 的 | Kn} 
(其 中 天 (*) 是 f 在 C9， 区 的 上 界 ) ， 然 后 证 明 sup4=5E 44， 
即 4 有 景 太 伟 b。 
练习 6 设 / 定 义 在 %* 的 人 邻 域 (X60 一 6，xo 二 ) 内 ， 且 
当 xo 一 5<X< ax 上 时， 了 (2 fx0) 
当 xo<x<xo 十 6 时 ， fx < 
则 区 在 点 严格 上 浇注 意 ， 这 并 不 意味 着 /在 的 分 域内 
严格 上 上升 ) 
斌 证 ， 若 /在 [6， “的 每 一 点 严格 上 笑 ， 则 7 在 [c， 的 严 
格 上 和 天， 


提示 “要 证 /在 [ae， 约 严格 上 升 ， 只 妥 证 ， 对 每 一 个 cE 
[c, 门 ， 不 等 式 /Fe) < 的 对 一 切 e<t<se 成 立 。 册 条 件 知 
对 每 个 cc Ce，6)， 奏 在 *E (ec， 的 ， 便 fc) <FG) 对 一 切 
c<f<x 成 立 ， 只 要 证 具有 上 述 性 质 的 最 大 前 x 是 5 即 可 。 这 
样 ， 应 当 构 造 什 么 样 的 集合 就 很 清楚 了 。 


$2 柯 西 收 敏 原理 


在 第 二 章 上 由 ， 兽 根据 单调 收 伍 原理 证 明了 某 些 数列 的 收 
敏 性 ， 这 个 方法 较为 有 用 ， 也 不 难 掌 掘 。 不 过 它 只 给 出 了 数 
列 收 仇 《〈 或 函数 极限 存在 ) 的 充分 条 件 。 而 柯 西 收敛 原理 给 
出 了 极限 存在 的 充 权 条 件 ， 因 而 在 理论 上 上 显得 更 加 重要 。 

要 求学 生 能 够 正确 理解 柯 西 收 敏 原理 前 条 件 ， 并 能 在 证 
崩 中 初步 运 甬 它 。 

例 1 关于 数列 前 柯 西 收 伍 原 理 了 出 可 叙述 为 ， 数 列 {o 
收 癌 和 汪 站 em>0 3 NN; 当 NN 及 一 茹 B=]。 2 ， 3 , 


不 等 式 ,5 一 X,| 8 (A) 

试 间 ， 和 华 涉 右 闪 的 条 件 (4) 能 和 否 为 以 下 条件 (B83) 所 代 兰 ? 
Yer0, YP=1l, de » 3N, n>N 
| 一 < CHB) 


解 (中 的 和 N= (6) 与 Dp 无 关 ，(B) 中 的 N=N ts, 了) 
依赖 于 Pp， 显然 若 满 足 条 你 《A4) ， 则 必 满 是 条 件 (8) ,但 
反 过 来 不 一 定 对 。 


如 oo 一 1 十 去 十 去 十 … 十 二 固定 自然 数 p， 要 使 


mm hua 


9 一 1 取 N(e， 力 =| 之 一 1|, 当 > we Ds [Xn | < 
…{2n} 泪 足 条 件 () 。 
但 不 论 1 多 之 大 es 到 上 二 = 刚 


1 1 1 


+ 十 一 -一 


[np np ntitni2t + 
1 nl ”区 = sr 
235 如。 条 件 C4) 不 满足 。 因 此 ， 条 件 (B) 较 


条 忻 ( 人 D 要 弱 ， 不 能 作为 数列 收 雍 的 亮 要 条 忻 。 这 里 汽 们 举 
出 的 数列 {%。} 虽 然 添 足 条 件 ( 怒 但 不 收敛、 


> 
例 2 设 m 一 工 十 了 + + 以 二 两 种 证 


ee 
试 分 析 螂 一 个 证 明 对 ， 并 指 册 另 一 个 的 错误 所 在 。 
证 明 ] 不 殷 说 [一 二 


2 1 1— 1-- mr 
加 | — = .= -= -GC To 
| | -广电 下 MI 
本 工 业 € 
一 = 一 一 人 ，.,.， 宪 a EE” 一 
Him 7 0 Ye>0， 取 Tm 


pe’ 一 一 


< I—m ,| ee, 当 I mm > N, 


-Ny， 当 m NN, 


- 一 站 号 一 


nr 


由 柯 西 收 训 原理 知 和 {Xr} 收 襄 ， 
证 明 2 不 妨 设 i 半 r 因 


x 1 _1 1 
[| mr tT jo | er 


Tn， 取 放 二 可， 二 人， 则 也 黄 守 #4 得 


1 1 1 
Xi 一 区 mr - -二 -十 -= 
xi, [> i tm at 十 了 
-1 1 1 
ntl 2ni2a -| 4 
2r_ 工 
> > 


于 是 存在 一 地 ;YN，3 有 >ma>N， 使 |%, 一 sw | 之 eo 由 


柯 西 入 理 知 {%*,} 发散。 

练习 1 利用 初 西 收敛 原理 判别 以 下 数列 是 收 化 还 是 发 
获 。 z 

; 一 1 1 1 

Ci) "一 工 十 2 十 和 二 十 二 

1 
(ii) xn 一 十 权 十 可 富士 -十 可 
Ciii) 知 一 1 一 也 十 计 一 … 十 (一 Do 


二 。 到 全 
{iv} Xn 一 Sa 一- 


2 
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-【《 管 (0 让 收 般 CD Giv) 发 艇 ) 
练习 2 ”车 数列 {x} 具 有 人 性质， 
| ze 一 %a| Sor 《其 中 c>>0，0<r<1) 求证 : 
{xr 腕 化 。 
提示 ”不 芒 设 wn, 则 
| 一 Xa| 所 | 一 | 十 | 一 | 十 十 [Xn+1 一 Xr] 再 


利用 所 给 条 件 ， 
缮 习 5 ”证 明 lim /0 存在 的 充 要 条 件 是 Ye>0， 


I 0， 当 Xx，x*> 蜀 时 ， 有 (x 一 (XY) | 之 2。 

提示 条 忻 的 必要 性 易 证 ， 主 要 证 条 件 的 充分 性 ， 有 几 
条 途径 可 循 ， 如 ， 

A 模仿 数列 的 柯 西 收 煞 原 理 的 证 明 广 法。 

B 利用 遂 数 极限 与 数列 极限 的 关系 ， 将 关于 数列 的 柯 
西 收敛 原 理 移 到 函数 情形 ， 

C 利用 致密 性 定理 证 明 存 在 {zo}，x 一 十 cp 且 拓 (xm 一 


A， 然后 证 。 Jim /(*)=4， 


练习 4 ”站 第 四 童 内 曾经 证 明了 对 于 开 区 间 (5, 86) 上 的 连 
续 函 数 六 如果 fo+0，7 6 一 0) 都 存在 ， 刚 f 在 (6,6) 上 
一 豆 连 续 ， 试 证， 这 个 条 件 世 是 了 在 (9, 总 一 臻 连续 的 必要 
条 件 。 

提示 “验证 在 x 一 c 之 右 侧 或 在 x* 一 5 之 左 人 出， 函数 了 满足 
柯 西 站 化 原理 的 条 忻 。 

- 例 5 设 函 数 f 在 (一 oc, 十 co) 上 满足 Linschitz 和 茶 件 : 

YN (0 十 copy 7X) 一 了 X23) | 夸 |% 一 X23|, 其 中 
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0<< 了 < 〔〈 满 息 上 述 条 和 件 的 函数 / 称 为 收缩 函 烤 ) ， 求 证 : 
TI” 在 (一 co, +oo) 上 一 致 连续 
2” 在 并 玲 一 和 甬 加 EE (一 00, 十 coj， 情 六 232) = 加 【《 这 种 
2 称 为 了 的 不 动 点 ) ! 
3° WY XE C00, Tco}s 构 滥 X= 了 (xn_1) 《2 一 之 ， 3» 


》 风 Em Xx, 二 %4。 
这 种 求 f 的 不 动 点 的 方法 叫做 逆 次 逼近 法 ， 其 中 


Ka=f (Ka) 一 Ef RR) 一 一 人 六 FF 
一 1 屋 


当 和 XX (00, 十 co}) 自 1% 一 Xz] < 村 ， 
[fx —f tx) | LX.— x < Lo=e 
在 (一 22， 十 吕 ) 上 一致 过 急 ，。 
2° 与 3° 
先 证 YE 一 oo ,十 00) 按照 % 一 了 (X61) (4 一 2,3,'*) 
构造 的 数列 {%,} 江 足 柯 西 收 鳗 原理 的 条 性 ，。 


由 条件 知 ， 

| X41— nl 一 [fx) — fx) | 上 |X 一 2*"_11 
| 1 2 ") 

Ym 


{Xn Xs | < 1% — % 1 | 十 [1 | 十 … 十 EE 
i 一 | CL 十 L" 十 二 "1) 
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不 一 1 
< | Xi 一 关上 -二 


i—L 
而 lim "1 一 0 衣 {%。} 满 竖 税 西 收 全 原理 条 件 . (为 什 


么 ? ) 因 而 收 化 ， 设 lim %。==%p。 再 由 和 一 了 xo- 由 及 f 在 点 


2 连续 得 ， 
zo 二 了 (Xo) .20o 是 7 的 不 动 点 。 
景 后 证 不 动 点 的 礁 一 性 。 不 和 然 ， 若 x 三 %o 也 基 了 的 不 动 
点 。 刚 0 之 | 一 Xo| 一 (xD —f (xo) [所 LL]| < 一 %o| 
< | 一 Xl 学 盾 . 


§ 3 人 闭 区 闻 套 定理 


课本 上 证 明 维 尔 斯 特 拉 斯 定 召 及 和 连续 效 数 的 介 什 定理 时 
用 到 了 闭 区 间 套 定理 。 有 时 也 说 它 或 宰 西 收 襄 不 理 刻 划 了 
实数 系 的 完备 性 。 团 区 间 套 定理 本 身 是 由 一 个 闭 区 间 套 {I} 


确定 唯一 的 点 &€ 门 .粗略 地 说 , 如果- 一 切 /都 具有 其 种 共 


同性 盾 P， 负 由 于 之 任意 误 域 含有 碟 (4 宇 如 ， 所 以 的 局 
部 具有 性 质 了 ， 简 单 地 说 这 个 定理 可 以 把 整体 性 质 收缩 到 局 
部 一 一 某 点 的 邻 域 。 利 用 闭 区 间 套 定理 证 明 问 题 时 要 注意 这 
一 点 。 王 面 先 看 两 个 例子 ， 再 做 两 个 练习 ， 以 部 悉 其 用 法 。 
例 1 ” 试 证 ， 车 有 (%) 在 C8, 站 无 界 , 则 必 在 茶点 £ELa,by 
(局 部 ) 无界 。 
证 明 将 fo, 四 二 等 分 ， 则 / 必 (至 少 ) 在 其 中 之 一 无 
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界 ， 记 为 [494,511 ， 再 将 [41,811 二 等 分 ， 了 必定 至 少 在 其 
中 之 一 无 界 ， 记 为 【Ga 名] 和 如 此 继续 下 去 ， 得 闭 区 间 套 
{ [ab }，f 在 每 个 [ob] 上 无 界 ,根据 闭 区 间 套 定理 。 
确定 唯一 的 EE [act 全 一 1 2 ;因为 6 的 任何 驾 域 (5 一 6， 
十 昌 内 必 含 有 某 个 Ca,56] ,所 以 7 在 全 一 eeE+ 曲 无界， 而 
a>0 任 车 ;所 以 在 点 & (局 部 ) 无 界 。 

例 2 利 轴 财 区 癌 套 定理 直接 证 四 连续 天 数 的 最 大 值 定 
更 ( 不 引用 有 和 界 性 定理 ) 。 

证 设 f 在 [o, 势 连续 , 记 M 一 supff(2} (目前 还 不 能 


排除 开 三 十 ce 的 可 能 ) 将 [9, 四 = 卫 二 等 分 , 则 其 中 至 少 有 一 
全 ，f 正 其 上 的 上 确 界 为 好 (为 什么 ? ) 记 它 为 ,再 将 1: 二 等 
分 ， 其 中 至 少 有 一 个 ; f 在 其 上 的 上 确 界 为 于, 如 此 继续 下 
去 ， 得 到 闭 区 间 夺 {I}， 使 ”sup{f(*x)} 二 MM” (性 质 Py}, 根 


据 闲 区 间 套 定理 , 得 到 路 一 的 EE | 1 了 ,首先 证 明 好 为 有 限 教 ， 


若 不 然 ， 设 杰 一 十 cc) 上 让 于 /在 £ 连 续 4 .", 刁 (E25 二 +2), 便 / 在 
‘EBs 十 2) 于 有 界 3 又 存在 1 二 (EE 一 2e,E 二 +e)， 国 sup {fcr)} 


一 十 co， .在 关上 无 界 ， 因 而 在 个 一 s， + 人 二 无 天， 矛 
和 导 ， 故 好 为 有 限 数 。 

青 者 只 要 证 上 一 胡 靶 可， 由 于 /在 上 和 连续， 因此 内 村 证 
存在 Xx 一 5 使 f(xXD) 一 MM 即 可 。… 对 每 个 自然 数 &， 存 在 


1 
六 
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及 | sup{f (0}=M | 4 
全 上 。 


。 ， 在 在 XxX:ExETs, _ 
使 Mi <f rd) < 
当然 还 有 x8] < 


由 CD 及 (CB) 便 知 当 k=> -co 有 时， (2 一 好 
因此 1 (6) =lim f(x) =—M 


M=max{f (1}, 


世上 证 明 只 作为 应 月 闭 区 间 赛 定理 的 练习 。 当 然 还 是 侨 
统 的 证 法 ( 先 证 有 界 性 定理 。 青 利用 维尔 斯 特 拉 斯 定理 征明 
最 友信 存在 ) 简明 易 慌 ，. 

下 面 两 个 练习 殿 参 浇 ， 

练习 1 设 必 为 实 煌 集 ，s 是 一 实数 ， 如 果 £ 的 人 三 一 邻 域内 
都 含有 的 元 限 多 个 点 ， 则 称 # 基 口 的 一 个 聚 点 。 试 利用 闭 区 
间 套 定理 证 明 Weierstrass 的 紊 点 原理 ， 任 一 有 界 的 无 限 集 至 
少 有 一 个 聚 点 。 

( 聚 扎 原理 与 前 面 的 维尔 斯 特 拉 斯 (致密 性 ) 定理 等 价 ， 
证 蝎 方 法 亿 类 人 以 ) 

练习 2 利用 闭 区 间 套 定理 证 明 一 致 连续 性 定理 。 

提示 ”可 用 反 证 法 ， 即 设 j 在 [0e, 瘤 不 一 致 连续 ， 取 推 
出 了 j EE€ [oa 的 ， 使 在 点 上 连续 。 为 确定 E， 可 和 构造 具有 以 
下 性 质 的 闭 区 间 套 { 癌 4 oa>>0 YYG>0 村 六 Xx" EI, 
12x 一 x" | 二 上 但 | 了 (x 一 (537) | 守 2o"。 需要 注意， 具有 上 


一 了 和 一 


述 福 质 的 区 间 赛 {I1,} 的 看 在 性 要 加 以 证 蛆 。 


$ 4 致密 性 定理 《维尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 


课本 上 证 明 闭 区 间 上 连续 西数 的 性 质 ， 多 次 用 到 维尔 斯 
符 拉 斯 定理 ,这 个 定理 很 有 用 ， 掌握 它 世 大 太 困 难 ， 但 学 符 
在 证 明 中 也 常 有 错误 发 全， 这 往往 是 由 池子 列 概念 不 请 而 造 
成 的 。 予 列 概 念 以 前 已 经 接触 到 、 上 自前 在 闫 于 致密 性 定 未 的 
练习 中 ， 还 要 注意 巩固 这 个 概念 。 

例 1 阁 {%} 是 有 界 发 散 数 列 ， 试 证 ， 在 在 两 个 子 列 
{Xr} 及 {xni}， 它们 分 别 趋 于 两 个 不 同 的 极限 ，。 

证 明 不 纺 设 c<x<pBt=1,2…) 根据 维尔 斯 特 控 斯 
定理 ， 存 在 收 敏 子 列 {xw jt Xn 一 a 人 -> 十 co) .如何 证 明 另 
一 个 子 列 {xz } 的 存在 昵 ? 这 里 {xm } 政 伍 但 其 极限 异 于 c ， 
陷 9 的 小 邻 域 (0 一 ;9 十} 世 ta; 户 ,内 要 证 得 在 {4-602》 
之 外 有 无 穷 多 个 xz， 就 好 办 了 。 因 为 由 此 有 妈 知 [4,0 一 2 ， 
[十 sy 月] 中 至 少 有 一 个 包含 无 穷 多 个 办 ， 再 利用 维尔 斯 竺 
拉 斯 定理 就 可 证 得 存在 符合 要 求 的 txw }, 详 细 证 明 由 学 生 仔 
组 写 时 ，。 
下 面 的 证 明 比 较 迁 回 ， 貌 似 正确 ，、 其 实 是 错误 的 ， 试 加 
刀 分 祈 。 

证 明 设 c< 避 过 及 则 {z} 有 收 竹子 列 {zrel ] 


1 0 (&—> 十 Go 


从 (xj 中 删 去 {xwety }， 得 {x,} 的 一 系列 {”}， 它 有 子 
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并 1xnta 政委 隆 训 ， 若 和 so 则 结论 走 ， 若 所 一 人 
再 从 { 上 中 时 去 {xzxea }， 得 {xo} 的 一 子 列 { ja， 官 又 
有 子 列 {Xn {0} 收 侣 于 62, 若 如 二 a 则 结论 真 ， 若 Ps 一 了 2, 一 9， 维 


绎 和 散 下 去 ， 只 可 能 出 现 两 种 倍 形 ; 

(做 到 某 一 步 , 衣 0 二 所 == 刀 二 … 一 BL 寺 本 i1 则 结论 真 。 

Gi 二 {x 的 一 这 一 茹 
子 列 贺 收 八 于 值 0, ， 因 从 {2%} 本身 收 剑 ， 与 饥 设 范 后 。 

(让 不 可 能 发 生 ， 只 船 出 现 中 ,证 举 。 

例 2 若 {*} 无 齐 ， 但 非 无穷 大 媳 , 则 必 存 在 两 个 于 列 ， 
其中 一 个 收敛 ， 男 一 个 是 元 究 大 其. 

证 明 “.{*,} 无 界 ， 权 据 维尔 斯 特 拉 斯 定 至 的 推论 知 必 
有 了 于 到 [Xni}s Xn 一 co {8 一 十 00) 


又 用 于 {2%0} 非 元 穷 大，. .4 M0, YW NN，3 tN， 
使 |x|< 志 了 .在 [一 Y, 村 ] 内 会 有 无 穷 多 个 Xx， 因而 会 
有 {xzo} 的 子 刚 ， 据 维尔 斯 特 拉 匠 定理 ， 该 子 列 必 有 收 伺 子 列 


{Xr } Xn 0. | 证 版 


试 分 析 以 下 证 车 是 否 正 确 ? 
证 明 (x+ 无界， … 有 了 于 列 {Xn')， Xn oo (R00) 


设 {x 为 {Xo) 的 男 外 任 一 子 列 , 如 果 都 有 Xn ->co (一 oo) 


出 ， Kn CO (fF— 00)，, 与 条 件 池 * 秆 ， … 至 少 存 在 一 个 子 列 
xm tco 上 ce) 因而 它 有 有 收 总 子 列 {xwc 上 


例 5 证明， 数列 {xj 有 界 的 充 要 条 件 是 {xas} 的 任 何 子 
殉 fxni} 都 含有 收 伊 子 列 。 


—iDT—= 


2 
oT 1 一 本 mr 


证 明 (一) 条件 的 必要 性 
车 {%,} 有 和 界 ， 则 {%,} 的 任何 子 列 {xn,} 有 和 界 ， ,指纹 尔 斯 竺 
拉 斯 定理 ，{xn, } 必 有 收 化 子 列 。 


《一 ) 条 忻 的 充分 性 ”( 用 反 证 法 》 
要 氏 {1xo 无 罚 ， 册 {x 由 必 有 子 列 {xn }， i 
(一 +co), 于 是 {xzw } 的 任何 子 列 都 趋 于 无 穷 。 与 <(z 
售 有 收 黎 子 列 "这 盾 ， 故 {xzoj 有 界 . 


练 可 1 证 明 ， 若 {xn}, {#4} 为 有 有 界 数列 ， 且 
lim (xn 一 加 ) 一 0 则 存在 一 个 严格 上 升 的 自然 数列 


局 lim nx == lim yn 一 点 


(注意 ; 这 里 fn， } {gn 分别 是 (%} .fa 具有 同样 尾 码 
的 子 列 》 

练习 2 设 (2} 为 有 界 数 列 ， 如 果 {xz} 的 性 一 收 伊 子 列 
都 以 6 为 极限 ， 求 证 ，{z} 也 议 6 为 极限 。 若 去 掉 条 件 *{xo} 有 
界 "， 绕 论 还 成 立 吗 ? 

提示 可 用 上 反 证 法 ,假设 {x*,} 不 以 为 极限 ， 则 可 证 存 
在 一 个 收 敏 子 列 不 以 a 为 极限 ; 车 去 夷 条 件 “{xs) 有 界 "”， 册 
结论 不 再 正春 。 

练习 3 设 {x} 的 任 一 子 列 {xns} 都 含有 收敛 于 6 的 子 列 
Lx, ): 求 证 ， {zo} 以 0 为 极限 ， 车 条 件 下 为"{*。} 的 任 一 子 
列 {zn,} 者 含有 收 竹 的 子 列 "， 那 么 {xv} 还 一 定 收 伍 吗 ? 


提示 ”证 法 类 似 练 习 2; 改 迹 后 的 条 件 是 {x。} 有 界 的 充 
分 必要 条 件 ( 例 3)， 
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以 上 各 例 及 练习 说 明 数 列 {zx,} 本 身 的 茶 些 特 性 可 以 反映 
到 它 的 子 列 上 来 ， 反 过 米 ， 内 子 列 的 某 些 性 质 叉 可 导出 它 本 
身 的 某 些 特 往 ， 它 们 的 关系 有 些 象 函数 极限 与 数列 极限 之 间 
的 关系 。 

下 面 两 个 练习 题 的 证 明 仅 涉 及 子 列 概念 ， 不 需要 维尔 斯 
特 拉 斯 定理 。 

练习 4 试 证 实数 o 是 {xo} 某 子 列 极限 的 充 机 条件 是 ， 
Vey0 3 无 穷 多 个 f， 使 |x -ae| <e。 

练习 5 试 证 实数 o 不 是 {xs} 的 任何 子 列 的 极限 的 充 权 条 
件 是 : 存在 点 a 的 se: 邻 域 (0 一 sy2 十 se,)， 其 中 至 多 含有 服 
个 :en。 

景 后 再 举 几 个 利用 维尔 撕 特 拉 斯 定理 的 题目 作为 练习 。 

练习 6 ”利用 维尔 斯 特 近 斯 定理 证 明 。 单 调 有 界 数 列 必 
收 敏 ， 

提示 ”由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 推出 ，{x,} 必 有 一 收敛 子 
列 ， 设 其 极限 为 4, 然 后 证 明 {x,} 必 收 化 于 a( 也 可 用 柯 西 收 镶 
原理 证 )。 

例 4” 设 沙 数 /定义 在 [a,6] 上 ， 目 f 在 ro, 的 的 每 一 
点 局 部 有 界 ， 试 证 ，f 在 _ [0,0 有 界 ， 

证 明 设 f 在 ca,6] 无 界 ， 则 对 二 1, 2, … 

] soE [ee ， 有 i 站 (x | py 故 lm ftx,) 一 co。 再 根据 


维尔 斯 特 拉 斯 定理 ，{x,} 必 有 收 敏 子 列 {x，} 
xmir>xoE [9 下。 4 衣 一 0), 而 iim 了 (xn) 一 co, 证 明 f 在 


点 zo 局 部 无 界 ， 与 条 件 矛 盾 ， 因 此 7 在 [a, 杂 有 界 ， 
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位 5 设 f 在 [ao 连续 ,上 且 YXE ra 的 ，]3E fo 的 ， 
使 1f (0 1<< 洒 17(01; 家 证 ， 存在 GE [o 四 ,后 f (xo) 一 0。 
- 和 


证 明 应 条件 知 ， 可 宰 各 一 个 数列 {o)} 志 [ae 的 ， 
使 [fn | | < 让 IF (2) 1 


< rf 1, 故 im f(x ~0， 又 据 维尔 


斯 等 拉 斯 定理 ，{x} 有 收 伍 子 列 {za }。 xn -rm E [gy 的 


避 一 coj 最 后 出 在 2 的 连续 得 判 ， 
fixXo) 一 i fisn,) 二 峰 


至 于 维尔 斯 导 拉 斯 定理 本 身 的 证 明 ， 课 本 上 利用 了 图 区 
闻 庆 定理， 岂可 以 用 其 他 方法 。 

二 利用 单调 有 界 数列 收 敏 定理 证 上 明 继 尔 斯 晨 拉 斯 完 
建 。 

证 明 ” 先 证 胃 任 何 数列 必 有 一 单调 子 列 。 

考 虚 入 合 T 一 [wx 十 1 n+as se] (1 = 1, 2 3》 有 
瑟 侈 有 下 面 两 神情 形 ， 
(i) 每 售 7 有 晟 大 人 午 。 此 时 {%o} 售 有 单 凋 下 降 的 学 列 
【xn js 

或 Yi = maxT 1 


Ys 一 一 maxin Tt 


xm 一 maxTn + 
显然 ”{xn } 是 {xu} 的 单调 下 降 子 列 。 
《ii 看 在 基 个 伸 全 Ti 一 12 ，2Xrrt Ti 无 最 大 
一 1 一 


慎 ， 下 看 证 明 冰 时 1 小 必 合 有 章 调 上 上升 子 列 。 ， 

没有 最 大 利 ，… 当 中 全 六 了 时， 了 也 无 最 大 十 。 

- 取 Xn 二 Xs 荐 sr Xirss 中 必 有 基 个 太 于 %， 
记 为 Xn 于 是 Xn,+i， Xn +2s … 申 必 有 某 个 大 于 xn,， 
记 为 Xn 于 是 Xx ely Nt 中 必 有 基 个 大 于 Xn,， 

记 为 Hm ee ee 

如 此 继续 下 去 ， 当 得 到 

XH Xn 去 <xn ,时 ， 则 在 zor， +19 各 让 十 2 和“ 中 仍 有 
其 个 大 于 ww ， 记 为 xm ,1。 这 样 得 到 的 子 列 {xn,} 是 {%,} 的 
单调 上 上升 子 州 。 

再 证 明 维 尔 斯 硅 拉 斯 定理 ， 设 {x%,} 为 存 办 数列。 由 上 
知 必 存在 一 单调 子 列 {xn,}， 它 也 是 有 界 的 ， 故 由 单调 奉 界 
数列 收 竹 定理 知 ，{ xn } 政 伍 。 

也 可 区 利 时 有 限 气 天 定理 证 明生 尔 斯 特 拉 斯 定 理 《S$5 
例 1) 。 


$5 “有限 复 盖 定 理 ， 

有 限 复 差 定理 与 维尔 斯 特 拉 斯 定理 是 彼此 等 价 的 。 它 们 
描述 的 性 质 通常 称 为 紧 性 。 有 限 复 闵 定理 形式 上 说 的 是 无 穷 
转化 汶 有 穷 洲 闭 区 间 能 被 某 个 开 区 间 族 ( 常生 有 无 穷 多 个 
开 区 闻 ) 复 盖 。 册 它 能 被 有 限 个 开 区 间 所 和 揽 盖 。 正 是 通过 这 
种 无 穿 到 有 和 穷 的 转化 ， 它 常常 可 以 把 闭 区 间 [e， 刀 上 每 点 所 
只 有 的 局 部 人 性质 转化 为 整个 闭 区 间 上 的 整体 性 质 。 分 析 一 下 


课本 上 利用 它 证 明 连 续 活 数 有 界 性 定理 的 过 程 ， 就 看 得 很 济 
楚 。 
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由 于 有 限 复 盖 定 理 本 身 较 难 理解 , 先 散 儿 个 篇 单 的 练习 . 
练习 ] ” 设 二 = (0,172]， 作 开 区 间 获 和 一 1 3. .… 上 


其 中 到 一 (二 ,元 )， 求证， 征 是 了 的 一 个 开 复 盖 ， 但 不 含 
的 有 限 开 子 复 盖 ， 即 不 存在 有 限 个 I, 复 盖 DD。* 


如 果 0<e<3， 令 Di=[。， sh mean 的 有 限 开 
子 复 盖 。 


厌 习 2 设 D={0,1, 十, 二 


,和 


1 
r 
| 


开 区 间 族 名 一 { (一 8,8), (1 一 e，1+6)， (a 二 


n 一 1，2，… 六 其 中 0 <e< 守 )， 显 然 二 复 盖 集 合 丫 问好 是 
否 含有 全 的 有 限 开 子 复 痊 了? 


练 司 5 设 D={ 0， 1 和 一 1 2， ; 求证， 号 的 任 
何 一 个 开 复 盖 相 必 有 有 限 子 复 盖 ， 
车 DD 改 为 DD 一 { 训 |s._1，2，..….}， 上述 结论 还 成 立 网 ? 


下 面 举 几 个 利用 有 限 上 汉 盖 定理 证 明 的 例题 及 练习 ， 

例 1 利用 有 限 复 盖 定 理 证 明 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 

证 明 。 设 数列 {xn} 有 办 ， 即 3 妈 >0， 使 |xe| 反 村 
(一 1 234 。… 《za 洲 有 政 敏 予 列 ， 该 子 列 极限 必 在 
[一 证 ，M2] 内 ， 下 面 我 们 证 明 [ 一 M，M2 内 至 少 有 一 个 数 是 
{%, 某 于 列 的 极限 。 若 不 然 ， 则 [5 一 本，MD 内 每 个 * 篆 不 是 
tx 任何 子 列 的 极 眼 ,根据 8 3 练习 5 , 必 存 在 (x) 盖 0 , 售 

-一 11 2 一 


(xY 一 E(Z)， 3 十 efz)) 一 Tetx)y) 内 至 多 含有 有 限 个 %。 
而 开 区 闻 族 儿 = {U(x,e(tx)) IxEC 一 MM ,MI U(X,5) 内 至 
多 会 有 限 个 *。} 复 六 [一 村 ,MI]， 因 而 [一 时 ,MJ 有 有 限 子 香 盖 
WU (ex) ) 1] 站 一 1 2 71 又 每 个 Feat 内 双 
多 有 有 限 个 yn， [一 MM ,了 内 至 多 有 有 有限 个 Xx， 与 zx EC 一 于， 
M2 《一 1 2 诈 导 。 因 此 [一 虹 , 开 1] 中 至 少 有 一 个 数 是 
{Xn } 革 于 列 的 极限 ， 于 是 {x,} 有 收 化 子 殉 ， 

例 2 证明 勒 忠 格 {Lebesguey I 理 ， 设 [ra, 门 有 一 开 融 
募 告 ， 则 存在 正 数 !>> 0，【 称 上 为 勤 册 烙 数 ) 对 于 [9, 盖 中 
插 一 点 x 的 1 一 邻 域 U(x,1) ， 都 能 被 了 于 中 一 个 开 区 间 复 盖 ， 

证 明 YxELg, 妇 ，] 了 二 (a.,B) EE 可 ,使 得 XE 


a 0, | 
于 S, —min{ 7 3 Ux,.dry 
站 让 = 1 二 
及 .一世 站 了 人 
2 图 12 


网 Cx,8) CU (x,28,) CJ,， 于 是 开 区 间 功 员 ={UT x, 8,) | 
XE 站} 复 访 40,50， 因而 有 有 限 子 复 盖 ， 即 


Ca, ct U Cis Ds ) 
令 了 一 mia 10x, 0x, 了- }， 下 面 证 ! 符合 要 求 ， 


YXErao， 本 其 个 ? 相生 
使 xEUtxiyax) ae 
CU x, 20x;) ax; 


13 
是 EU IDNH, | ules al 十 lss 


十 Dx S20x,, 1 Cixis 
a&.U (XD CTx.,, 证 毕 。 
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练习 4 “利用 有 限 复 盖 定理 证 明 闭 区 间 套 定理 。 
提示 设 {Lon, bn) 1n= 1, 2s 上 汐 半 区间 套 ， 要 证 
门 Cai 一 {8)】 其 中 {好 为 只 含 8 一 点 的 集合 ,只 需 证 


3 EE 门 [ro 加 3 即 可 ， 因 为 上 之 唯一 性 明显。 车 不 然则 


VYxErabay XE 站 C0.,6,]， 而 由 于 区 间 套 的 逐个 包含 关 
系 ， 必 存在 mr.， 使 7YEE [gtypi 当 有 关 和 。， 攻 存在 UTC， 人 )， 
本 UX 站 [oa 8 一 妇 【 当 开关 才 ) ， 于 是 [qiy 抽 ] 有 开 复 
匡 册 = {U(x GD 1XEEeory pr U(X, OT Ca = 闻 ， 当 
RR 之 nx} 截 后 利用 有 限 复 六 定 理 导 出 巴 秆 ， 

练习 5 证 明 ; 着 了 上 在 [4, 四 连续 ， 且 fx) 20 当 
Xe ro 的， 则 存在 ce>>0，YxEra po， 有 (ze《【《 由 闭 
攻 间 上 连续 函数 的 最 小 伸 定 理 立 肇 证 出 ， 这 里 作为 练习 ， 要 
求 用 有 限 复 盖 定 理 证 明 ) 。 

提示 对 每 个 ‰E [的 ,出 于 了 在 2 连续 有 日 > 0， 
总 在 丰 xo 的 革 分 域 (% 一 0x0) ，N0 十 6txo) ) ， 在 其 内 ， 立 


数值 大 于， 再 设 法 利用 有 限 复 盖 定 理 证 明 。 
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第 六 全 ”导数 与 微分 


$1 导数 概念 “ 


岁数 的 导数 是 裤 积 分 学 中 重要 烽 念 之 一 ， 它 的 产生 是 为 
了 描述 曲线 的 切线 和 运动 质点 的 速度 。 一 旦 用 精确 的 数学 形 
起 定义 之 后 、 就 必须 严格 根据 定义 及 已 经 挫 册 的 定理 进行 淹 
肠 和 各 挫 理 . 

用 导数 定义 求 导数 ， 对 于 理解 导数 概念 和 求 导 数 痢 是 重 
要 的 。 


例 ! a) 用 定义 直接 证 明 : f(x) = 二， 在 c(s0) 点 的 导 
数 是 六 (o) = 一直 . 


5) 证 明 的 图 象 在 点 (4, 二) 的 切线 ,除了 切 点 以 
外 不 与 7 的 图 象 相交 。 


1 1 
4 _-. Ti Fat AX) — ft{o) _ 可 a 
证 C0) f= = 4 
一 fm “1. 一 工 
ard 十 六 XY a 


5) 所 考虑 的 切线 是 
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主 Eb 
oN 


十 
S| 


AY) 一 -二 《一 人 十 


区 国 旭 。 若 Fox) 一 9) ， 部 


1 2 
x 一 京 + 二 


- ”从 这 方程 只 解 得 x=a， 这 就 证 明了 的 图 篆 与 切线 只 


了 


有 一 个 公共 点 (6, 二) 图 14) 


例 z 用例 1 局 样 方法 证 明 ， 
a) 如 果 f(x) 一直 ， 当 4 志 0 时 ， 


产 四 = 一。 有 f 在 点 (o, 吝 ) z 
的 切线 与 /的 图 条 相交 于 另 一 点 ， 因 14 


这 一 点 位 于 直 江 轿 的 另 一 边 ， 
z 证 0) 证 朋 从 上 蜡 . 


by f 在 点 (0, 译 ) 的 切 级 与 f 青 交 于 点 (一 六 ,外 )， 
这 点 与 点 (9, 吝 ) 位 于 站 立轴 的 两 庙 。( 图 15) 


上 述 两 个 便 题 说 明 通 数 在 每 点 的 切线 愉 与 该 图 象 相交 子 
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一 点 的 概念 是 不 正 殉 的 ，。 
例 3 设 f (x) ==% 一 [x*)， 
求 了 站、 
解 ” 设 HG<n 十 1 
《3 为 怠 数 )， 


Fy lm OT ADA 


自 基 全 由 机 


Tm AX) [e+ AXJ— DEO 

西光 一 由 A 
当 &4 是 整数 时 ，f 间断 ， 了 无 定义 。 
例 4 证 明了 上 在 a 点 的 导数 可 以 用 以 下 形式 表示 ， 
lim fF —f 0) 


玫 一 时 


DD f= 


6) ff’ (m= OO 


证 的 由 定 党 户 (9 一 lim fF (0+ A ff) 


起 上 -省 A 
令 4 十 AX 二 %， 刚 Ax->0 时 与 x->6 可 以 互 推 ， 于 是 上 
式 f" (= lim {VELD., 


_ lim Fa 十 下 一 Fo jm Fa 一 站 -Fo 
Df’ = Im in 


Co | 


jm (GD 一 1 hh 


计 一 = 曙 
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mh 了 人 十 由 一 (9 一 -内 
由 此 i nn 


= lim 拒 G+ + 


[a 


一 > im zc 二 入 一 Fe) 
i 


下 下 
二 4 
必 lm 2 四 
HF ft) 1] fo —f ah) 
3 im et him | 
=f’ C0), 


例 5 设 4> IT， 并 旦 满足 1 1 之 1"， 证 明子 在 点 
0 是 可 导 的 。 
证 从 [上 00) | 志 101， 计 证 (0) 二 9， 


故 lim 1£|"-1=0, 
| 


于 是 0O= lim LOtD HO pm fm 一 0。 
上 一 了 


例 8 没 4 51， 了 次 是 | C20) | 宇 1x1? 及 (0) =0, 证 
有 明了 定 太 0 起 个 可 导 的 。 
证 BAHAE ML 
于 1<0， 
[2 im 站 于 一 oo， 


-一 1 一 


不 存在 ， 也 前 是 三 在 点 0 不 可 导 
5 站 7 ” 
上 述 几 个 例题 都 是 从 导数 定义 证 明 导 数 是 否 存 在 ， 下 面 
几 个 例题 是 从 定义 出 发 证 明 导 函数 的 一 些 性 质 。 
例 ?7 证 有 明 ， 
0) 恕 果 g2) 二 了 (2, 刚 9 (二) 
6b) 加 果 9g(2) = 二 x 十 0) ， 风 8 2) 二 f(x 十 0)3 
c) 如 果 9( 二 f tex)， 风 g’ (x) ==ef’ (ex) (es0)。 
证 只 证 06) | 
了 一 日 jm (eth —f (ex) 


gy’ (XxX) = jim 
有 一 了 he 


一 in EL 十 CD 一 了 CD 了 证 ch 二 当下 一 0 名 | 


是 一 本 一 > 个。 
gC = lim ex 十 站 一 Fe2 
kr 十 
一 mn te) oy (exy 。 

例 8 证明， 


0) 和 荷 了 是 奇 男 数 ， 则 f' 是 侦 画 数 : 
2 车 ff 是 偶 通 数 ， 则 产 是 奇 函 数 ， 
c) 车 了 是 以 @ 为 周期 的 周期 肖 数 ， 则 站 也 是 以 @ 为 周 
期 的 西数 。 
证 后 设 530 一 天 ( 一 2 。 
网 报 据 例 7- 9 (人 一 一 六 (一 区 ， 
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但 g(t) 又 等 于 一 了 (x)， 
丰 中 《好 C=C—f’ {x), 
于 是 (3) =f (一 x)。 
6) 证 轩 从 略 。 
0 设 3 一 了 (十 口 ) ， 
则 由 便 76) 知 g’ 2) 二 7 (x) ， 
但 因 f=g, 
故 (0 =g' (x) 二 f(x 二 中， 对 于 所 有 x。 这 意 昧 着 
是 以 @ 为 周期 的 周期 函数 。 
注 ， 这 题 借助 于 例 ”， 其 实 ， 直 接 证 明 ， 也 不 困难 ，。 
例 9 设 f (6) 二 g(a) 
并 且 ff.(0) =g' (0)。 
定义 
{fH Xo, 


HH (x)= 
\ ge) ”0 


证 明石 在 s 点 可 导 。 


证 Hm@= lm HOt+N~HG) 
上 一 让 二 上 


sz jm 
+t 


9 人 二 全 一 9 -or (0), 


H.W =tim .OFTHEHO) 
- h 


站 -叶山 


jm f+ fo) 
a 


hr 


= (0), 


i 
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由 天 (0) = 4,0, 
得 
和 且 (@+ 反 一 HH(0) 存在. 


可 导 函 数 必 然 连 续 ， 然 而 连续 函数 未 必 训 导 ， 未 曾 受 过 
严格 认 练 的 学 生 ， 往 入 随便 使 用 一 个 定理 的 逆 命 题 而 不 问 道 
命题 是 否 成立， 因此 应 使 学 生 对 于 定理 的 逆 述 语 有 所 警惕 . 
学 生 茎 然 在 这 方面 缺乏 感性 知识 ， 就 要 我 们 在 习作 谍 上 举例 


题 ， 捍 事实。 
例 10 证明 画 数 
/> 0 
(%) 一 
i (snz， 1 


在 x=0 点 连续 ， 但 是 在 这 点 不 可 导 ， 
证 显然 lim f(%) 一 0=J(0), 所 以 函数 在 *=0 过 
续 。 
当 *#>0 时 ， 


有 
(CD--7(0) TN x 


Sin 一 
xX x 


因为 im sin 三 不 存在 ， 所 以 f* ,00) 不 存在 ， 从 而 f(x) 在 


x 一 0 不 可 司 (纵然 ff -0) 一 1) 。 
通常 见 到 的 函数 f(x) 多 半 在 一 个 区 闻 D 上 处 处 连续 或 
处 处 可 导 【《 即 在 娓 上 每 点 连 续 或 可 导 ) ， 这 些 是 较 正规 的 情 
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形 。 然 而 函数 的 连续 性 和 可 导 性 只 是 局 部 性质 ， 一 个 函数 在 
某 一 区 间 不 一 定 那 样 正规 ， 为 了 指导 学 生 主动 地 思考 问题 和 
突 册 连 煞 与 可 导 的 局 部 性 ， 放 该 把 本 数 的 这 每 、 可 导 的 存在 
和 导 范 数 的 连续 诸 问题 中 出 更 的 情 识 的 多 样 竹 适当 展示 给 恋 
者 。 
例 11 证明 函数 
/ X， > 为 有 理 数 ， 
f= 
【0， % 为 区 再 数 ， 
只 在 x%*=0 局 连续， 
证 
读者 易 证 了 在 Y=0 连续 。 
当 xo 关 站 是 有 理 数 时 ， xo) 一 区 ps 站 。 
取 一 个 收 全 于 zx 的 无理 数列 {xej， 则 
lim f (Xn} 一 lim 0=0*1(%0), 
当 Xo 是 无 理 煌 时 ， fixo) =0, 
职 一 个 收 倪 手 的 有 理 数 州 {Xx;}， 则 
Bir f Cocn) 一 Tm, 一 Xo {0), 
合并 丙种 情形 。 得 到 xo 夺 0 时 lim f(x) f(xo)， 这 说 
明 男 数 f(%) 在 x= 0 连续 ， 而 在 x 一 0 附近 的 任何 一 点 者 不 连 
例 12 ”证 明光 数 . 
§ jw * 为 有 型 数 ， 
f= { 
0, 2 为 无 理 数 ， 
只 在 “二 0 可 导 ， 
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证 明 从 上 略 ， 这 题 说 困 函 数 了 只 在 x=0 一 局 到 导 ， 在 
3 一 0 险 近 性 柯 一 局 都 不 柯 导 。 

对 于 任何 函数 了 ， 取 其 导数 ，、 得 到 一 新 函数 ( 它 的 定 
六 起 可 内 远 小 于 的 定义 城 )， 连 淡 函 数 后 虽然 处 处 且 导 ， 
担 导 国 数 不 一 定 处 处 连续 。 

例 15 设 函 数 


xzsin 二 ， 区 
fit) = 


0 ,，*=0。 
求 17 (x)， 并 讨论 导 函 数 了 在 x= 0 的 连续 性 。 


解 ” 当 x0 时 ， f° (0) =2xsinl oosl. 


CAx)?sin 


1 二 。 
2 一方 市 一 li 一 一 一 一 一- 一人。 
当 x 一 0 时 ，, 产 (0) En A 0 
A(X)}— | 2xsin- — cos 十， 居于 站。 

0 EE = 


显然 ， 导 函数 在 x= 0 不 连续 ， 此 外 处 处 连续 ，。 

上 面 虽然 淮 岂 13 个 例题 ,但 主要 是 用 导数 定义 求 西 数 的 
导数 ， 或 证 明光 数 或 导 沙 数 茶 些 住 质 ， 这 妾 例题 作为 一 次 习 
题 课 内 容 ， 可 以 选 某 蔡司 题 达 到 上 述 要 求 。 


8 2 微分 法 


基本 要 求 ， 
求 画 数 的 导数 ， 首 先 要 珊 导 激 的 定义 ， 这 里 可 求 朋 成 功 
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地 处 理 某 些 函数 的 极限 问题 ， 课 本 里 就 这 样 推 得 了 基本 初等 
函数 的 导数 公式 ， 这 些 公 式 租 推导 过 程 都 是 学 习 的 榜样 ， 不 
能 只 记 公 式 忘却 过 程 ， 复杂 函数 的 导数 是 由 基本 初等 函数 的 
导数 经 过 加 、 条 、 除 运算 以 及 复 台 函数 的 求 导 而 成 的 ， 尽 管 
这 些 计算 方 法 是 宙 械 的 方法 ， 还 必须 要 求学 生 精 心计 算 ， 要 
算得 快 、 算 得 准确 . z 

微分 法 的 基本 内 容 ， 

1。 显 画 狼 的 求学 方法 ，〈 工 ) 按照 导数 定义 求 导 * 
《2 7) 应 用 导数 的 基本 公式 求 导 : (3) 应 用 导数 运算 法 则 
求 导 【4) 算 全 函数 求 导 ，( 5) 反 函 数 求 导 。 

2。 隐 函数 求 导 。 

3。 人 参数 方程 确定 的 函数 求 导 。 

上 述 各 类 求 导 中 ， 多 重复 台 酒 数 求 导 最 容易 出 错 . 但 内 
要 要 求学 生 按 照 次 序 逐 次 求 导 ， 耐 心 、 细 致 经 过 多 次 练 避 ， 
在 速度 和 准确 性 上 是 可 以 达到 要 求 的 。 习 作 课 上 要 作 几 个 例 
是 示范 ， 一 步 步 讲 清楚 。 

求 下 列 函 数 的 导数 ， 


例 ] #== AIC COs 7? ) 


Dx wx 一 larc cos 7 。 


例 2 y=lnatln (lax)) 。 
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四 -1 [ 宣 量 中 1 
解 y re 21n(ln xD) pe 3ln x 


= 6 : 
Xxlnxlntln*x) ，» 


倒 3 YM Xt xt x. 
解 y =x (x 


#” -二 | 才 十 (x+ + 了 (十 < 全 


Ce 


_ li2Vx tortv td RT 
BV XN XT XN NT NET F 


以 上 三 例 ， 都 以 链 导 公式 为 训练 中 心 ， 下 列 两 例 函 激光 
达 款 中 兼 有 代数 运算 。 


例 4 YY 一 (sin XY (cos x) sx 


解 = ec9sXTD SInx sinxlncosw 


十 e 


, cosxlnsin x 。 。 
sy = CC— Sinxlo sin wT cosx .1. 中 
Win % 


Sin w]ecose : gi 
“COSY}》 寺 吕 ln cos Xlncosx+ sinsw — 


记 和 3 尼 
。 Cos Xx 。 + 2 
= (in x) 人 snxlasinx 二 | 
San 忆 
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Hn 范 x | 
人 信人 人 由 3 区 - 
+ (cosx) | cosxls 


1 
1 -+a Ta 


艇 售 二 4， 秽 | 


例 5 Y= 


Arcted "s, 


可 wy: 
re tsi 


这样 先 兰 原 式 简化 一 下。 计算 二 从 分 两 步 走 ， 可 以 减少 


4In 
(lr 
求 下 列 各 关 数 下 的 (20 { 要 求学 生 在 20 分 名 内 作 完 ) 。 
(C1) 下 (光一 Sm 十 本 有 ws 
(C2) fi == np costé sin (tg cos x)))s 


了 一 全 SLAC tg 0 


C3Y 19- ey | 
Cia 


ba cos Tati oin%x 


4) 了 (ED 一 Ia Eb os 
《0< 1al < 
C5 (一 zarcsin VY 二 tarctey x —v XxX? 


(5 f+ 
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ll i 2 
《了 7) f(D) arc tg (ITT) 十 一 本 re 


C8Y fo)=er } 
(OY f= arctg (Xt TENY 


Go fmt+In(i+Inl)). 


二流 是 且 的 管 崇 ， 
C1 FD [C2 sin((txt sno) Icost(xt sinx)’) 
.2{ sinx) » (1 + cos 的 


C2 ND) co {0 cos (OHa(toosox) )) 
" OC— sin (6 sinté cos6x}))} 
" bcos {ps cos NY 
"bt— sin bx) » bs 
《33》 天 fw) 一 cos [| 


Hm 响 
| Sn (于 pa | 


和 SN Hn RK cos% 
ee 
in (2 
bia 
(4) 三 ~ 一 -十 万 ubecosx 


—127— 


C6 天 (一 1 十 侣 人 十 Ia 2 + 


* (二 十 la 区 十 [De 加) 


1 
二 一 
《7 》 fF (2 wa C1 x*)s 3 
(8I FW ee evel 
/ _ 1 
(9) f (0 = gta 
1+* 十 二 二 19 二 
(C10) fF’ (2%) 一 一 


833 微分 学 基本 理论 


基本 要 求 ， 

闭 数 在 一 点 的 导数 ， 只 反映 遂 数 在 这 点 近 旁 的 性 质 ， 弃 
以 导数 是 局 部 性 质 ， 但 是 研究 工作 中 又 常常 要 用 函数 全 局 性 
质 ， 于 是 要 从 导数 给 出 的 局 部 性 质 ， 推 出 函数 在 整个 迷 广 域 
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TT FT PT MT ithauacaaa 


上 的 性 硕 ， 这 就 要 利用 匆 分 中 值 定理 来 达到 这 个 目 移 ; 因 
此 ， 必须 体会 微分 中 值 定理 的 这 个 作用 ， 进而 带电 能 返 用 中 
值 定理 。 

向 分 中 秆 定理 给 出 区 间 绒 点 汀 数 值 与 菜 内 点 导数 值 的 关 
系 ， 用 它 可 从 天 的 某 此 性质 推 册子 的 其 些 性 质 . 

被 分 中 值 定理， 如 果 了 在 C9，53 上 连续 ， 且 在 (oa， 必 上 
可 微 ， 别 在 (2， 冯 内容 在 着 一 数 * 使 


fF (x) = 0) Cf 人 《1L) 
中 =f (a) 与 一 人 从 是 同一 个 关系 的 两 种 写 


法 ， 提起 导 雏 ， 会 想到 ， 户 (9 = im 一 六 9 ， 这 时 


f+ —f0) 


候 谁 也 不 敢 说 产 (2) = f (5 只 能 是 


了 元 二 人 D4 6-0 时 极限 伪 ， 所 以 说 导数 是 局部 世 的 


衬 念 。 荆 = 中 是 f(x) 在 歼 个 区 间 (6， 队 上 的 平均 变化 


率 ， 现 在 说 有 一 个 xE (c， 电 使 (1) 成立， 这 就 在 油 数 在 一 点 
的 导数 与 全 局 性 的 平均 变化 率 之 问 是 立 了 -个 关系 ， 用 导数 
解决 全 局 性 问题 往往 要 利用 这 个 关系 。 

中 值 公式 有 许多 方面 应 当 考 虑 ， 要 理解 它 的 才 多 变态 才 
能 灵活 运用 它 ， 

《公式 (D 中 不 必 拘 于 a<5。 
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(ii) 公式 (1) 虽 然 是 就 闭 区 间 说 的 ， 但 是 只 要 了 在 开 ， 
么 间 ( 有限 或 无 限 ) 上 处 处 有 导数 ， 在 (5， 有 内 的 任何 两 
点 Xis Xz 都 本 以 代 赫 9，p 在 xi 3 不 必要 考 喇 xf x; 的 
顺序 ) 之 阅 总 有 一 个 * 潢 足 


f' (0 = . 
例 1 若 1(o 在 (xs，+oo) 可 导 ，' 且 lm (x) 一 0， 证 
明 lm =0。 
分 析 证 明 im 2 -0， 要 用 六 oo 在 (xi，4co) 上 上 


的 一 切入， 或 省 在 (x。， 二 co) 的 子 区 间 CM，- oo) (xu 
上 的 一 切 值 ， 古 j ”没有 具体 表达 式 的 情形 下 ， 要 从 已 知 条 
性 里 想 办 法 ， 因 为 假设 条 件 牵 涉 到 了 疡 人 ) 。， 于 是 想到 用 下 
式 表 未 产 (2) ， 

FOO= FF) Ff (8) (Xxx,) 

然后 


ol) 


| 


tIF’ (| 


* 很 大 时 ， | 二 学 号 | 在 我 们 掌握 之 中 可 以 很 小 ， 但 是 不 于 说 


tr >co 时 5 一 oo, 这 样 就 不 能 控制 |f' (8)|、 把 思路 改变 一 下 ， 
先 使 x 大 到 适当 的 程度 ， 保 证 | (x) | 兴 到 我 们 心目 中 的 小 正 
数 ， 就 可 以 控制 | 产 (8&) | 的 数值 了 ， 由 此 想到 下 面 的 证 法 . 
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证 ， 因为 im 产 (xX) = 0, 
Ve>0, 了 MM>0, 不 轩 设计 汪 X。， Yx>MM 有 

| ff’ (x) 

在 区 间 ZM， 光 上 ， f 满 足 中 值 定理 的 条 件 ， 所 以 


TOO OD 
a ~/ (8), MA 


或 者 f(x)=f(M) +f' (6) (x—M) 


<2A 


所 以 1<1fO0)1 + 一 MM)， 


进而 
jf | OD M 
2 了 (1 一 二 
<| 人 | + 计 ， ( 因 0<1 一 着 <D 
我 们 总 能 找到 一 个 之 0, 不 灸 设 久 之 业 ， 当 x 六 了 时 ， 有 有 


的 


OD 
< 
ww 时 | . 
fc 1 ee ea _ - 
x < 3 1 2 : 
Him _ 


甘 卫 + 中 


下 而 例 古 是 已 知 f 的 性 态 ， 通过 中 信 定 理 推导 出 的 
性 态 。. 


一 1T31 一 


ee Pp pe er ee rr 


例 ? 证 明 (iD 车 心 ， 四 内 的 可 签 画 数 辣 (无 办 ; 则 
(在 (， 六 内 也 无 界 . 
(ii)》 车 人， 六 改 为 (e， 二 co) 或 (一 ce， 四 原 命 题 成 立 
， (iiD (2 的 逆 述 语 成 立 吗 ? 
分 析 函数 可 微 时 ， 必 然 连 续 ， 在 区 间 之 内 可 微 便 在 区 
闻 之 内 连 铝 ， 这 样 英 数 仅 能 在 区 间 的 端点 泡 界 ， 闸 数 是 否 有 
界 ， 属 于 值 域 的 性 质 ， 是 大 范围 性质， 现在 是 由 f(X) 的 大 范 . 
围 性 质 讨论 六 (2 的 大 范围 性 质 ， 连 第 背 函 数值 与 导数 值 的 
基本 关系 是 导数 定义 。 


lim mt 一 产 (Xx), 


而 这 不 是 扣 娄 全 与 数值 的 纯正 等 式 。 于 是 使 我 们 想到 中 


不 存在 。 转 想到 中 什 定 理 可 以 用 于 (0，b) 的 任何 子 区 问 ， 
那么 就 可 以 取 (o， 刀 的 任意 一 点 x。 代 专 0 


Cop C2) 
区 它 《三 By， £ 介 于 X% ,与 * 之 间 ， 
这 里 左 闹 分 于 无 界 ， 分 母 的 绝对 和信 |x 一 x,1<8-a 有 . 


界 ， 所 以 了 时 二 作乱 界 ， 从 而 1 全 无 界 ， 


《ii 当 78C 的 定义 域 为 6， 十 co) 有 时 ，(2}) 式 左 端 
的 分 母 也 无 界 ， 这 分 式 可 能 有 异 ， 突 拉 只要 (从 与 x 是 网 级 
越 低 级 的 无 穷 大 就 舱 售 1' {全 有 界 ， 最 简 的 是 1 x) = 
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(iii ) 定义 在 (a, 的 上 的 画 数 /(*), 如 果 导 遂 数 
六 ( 菩 在 避 ， 站 上 无 界 ， 则 Fa 在 4， 已 上 无 界 。 
上 述 结论 不 能 成 立 ， 如 果 (2) 式 的 了 (x) 一 Jz,) 是 x 一 x。 


的 低级 无 穷 小 ， 当 #~>x 时 fix) —f(xo) 0， 而 2 一 上 


ro0. 例 如 (2) 二 Vw， XE 00， ) 0 而 
f’' (xX) 一 ce。 
注 ， 根据 以 上 分 析 ， 三 种 情况 的 证 明 中 (Gii) (ii 两 
条 只 举 反 例 戚 可 以 了 ， 而 (i) 用 反 证 法 往往 显得 利索， 可 
以 如 下 证 之 : 
若 族 (在 (ae， 站 内 有 界 ， 则 3 M>0, 使 | (0 | 志 ，. 
区 EE (4， 申 . 选 定 xX,E (Ge 用 ，YXE (a, 5), 在 Cx,， ?2 职 [x， 
X%0 内 f 满足 中 信和 定理 条 件 ， 则 
| (xy 一 一 一 | 人) x) 基于 1x 一 2 | <M 
一 0) ，E 在 Xx 与 xX, 之 间 ， 
FD | =] 00 fe) +e | <I FO) [+ 
用 忆 一 0 这 说 明 f (x) 在 l(a， 内 有 界 ， 与 已 知 条 件 双 盾 。 
六 (5 归 在 名 ， 有 内 无 界 。 - 
例 5 车 f(*x) 丰 (60, 总 可 导 ， 县 if (*) = mf (%) ‘a, 6 


均 为 有 限 数 或 元 穷 天 )， 证 明 j & € da 使 (一 0。 
证 4) 当 a, 8 毕 为 有 限 煌 时 ， 令 

fx), orb, 

limf (%) 一 及 ， 当 二 4 或 x 二 4 时 ， 


刚 忆 (x) 在 - a, 站 连续 ， 企 人 2， 及 可 导 ， 且 所 (0 一 下 人 的 ， 根 . 
据 罗 尔 定理 J EE (8， 本 使 F’ (6)=0， 而 了 (32) 二 P(x)， 


PFO) 一 


x € ta, ), 
f=F’ (=0, 

5) 当 a，p 中 有 一 个 或 两 个 为 无穷 大 时 ， 

和 .车 了 (%) 三 4， 则 结论 显然 成 立 。 - 
ii) 圭 了 (x) 专 4， 风 x0 全 (xo) 三 A， 不 妨 设 f(x07 
>A. 

根据 iim f(x) = lim f(x) 一 4。 设法 找 x:，xz 使 f(x 
二 了 (%2) , 桂 取 一 数 吾 满 足 A<B<I(X0), 因为 Lm/f (2) = 


如 之 BB， 所 队 ] 芝 半 0， 当 x 全 证 时 或 Xx 守 一 五 时， (%) 之 BB。 … 

根据 连续 因数 价值 定理 j %E (一 三 ，X0) 及 Xz 忆 tx,， 蕴 ) 使 

FX 二 了 (7X0) 二 BB， 丽 (XX 在 Lx， 3] 连 续 在 (%， xs) 可 微 ，. 

"了 ET Xo) ， 人 让} 一 0。 . 
考 Ga,， 卫 中 有 一 个 是 有 上限 数 ， 当 -一 个 是 co 阿 ， 证 法 类 似 。 
例 4 车 /在 x。 连续 ， 在 (ze， xo 十 5) (5>0) 可 微 ， 

县 En (xX) 二 用 则 并) 在 x。 有 右 导 数 ， 目 4 (X06) 一 A。 


下 on+ 
证 任 取 0<Ax<8， 显 然 f(x%) 在 [x。，x。 二 A] 连续 ，- 
在 (Xx。，x。 十 A%x) 可 微 ， 刚 


A = tA op (x + OAx) 


- 


2 人 = Em 所 tx 0AX) 二 A，{ 因 大 2) 一 -4 
i + (Xo ) =A 电 
使 用 中 亿 定 理 要 注意 条 件 。 例 如 ， 如 果 在 区 闻 内 起 的 一 
个 点 上 导数 不 存在 ， 则 中 秆 定理 不 一 定 成 站， 这 从 f(*) 一 
ix| 一 例 遇 不 难看 出 , 但 是 ， 即 使 画 数 的 定义 域 比 较 复 
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杂 ， 只 村 它 满足 中 值 定理 的 条 件 ， 我 们 就 可 判断 定理 的 结论 


诡 立 。 
例 5 设 - 
3，0<x<l， 
1o -| 2 
这 1<<x<2， 


研究 西数 了 在 C0，2J 上 能 运用 中 值 定理 的 可 能 性 ， 如 可 能 ， 
求 出 #6. z 
解 ” 当 Xx 二 1 时 ，f 显 然 可 导 ， 
当 “ 一 1] 时， 利用 导数 定义 不 难 证 明 
一 关 (CD 一 一 1 
一 1 /可 等 。 对 于 了 可 以 应 用 中 值 定理 ， 
20 = f° (£) 


Ny D0 寺 T1s 


WW- {1 ! 
本 1<3<2， 
那么 
1_3 _ 
| 2 £7} 1<E2, 


由 此 得 ， E 本 ， fr, 


”人 鲍 8 1) 假设 /让 [4, 总 上 可 微 ， 证明; 着 在 Ce; 
功 上 的 最 小 值 不 4。 处 琉 得 ， 则 了 ' (@) 尖 0, 姐 果 它 在 6 处 到 


一 135 一 


得 ， 则 7 人 2) 专 0. 
2) 假设 六 (< 之 0 和 六 6) >0, 证 明 ， 对 于 (Ca, 
嫩 内 的 某 个 * 有 f(x 一 0。 
3) 证 明 ， 于 f(D <c 之 f 中)。 则 对 于 人 by 
内 的 某 个 x 有 jf (XY ==e (这 个 结果 称 为 达 布 定理 ) 。 
证 明 1) 因为 4 是 f 在 ta, 闪 上 的 最 小 点 ， 对 于 所 有 
足 钱 小 的 Ah 我 们 有 


了 (十 了 9 、 
四 


当 h->0 时 得 到 了 (0) 之 0 对 于 /7 (6) <0 的 证 明 是 类 似 的 。 
2) 根据 修 设 六 (<0 和 广 人 >0 于 是 由 1 知 了 在 
点 9 或 点 不 可 能 取得 最 小 值 。 因 此 ，f 的 最 小 值 出 现在 
Cg, 5) 内 的 荣 碟 ， 于 是 了 Cx) 一 0。 
3) 设 GO 二 了 OO) 一 ex， 则 GG == 了 (0) 一 5<0 和 
Gb) 一 了 (5) 一 c>0， 于 是 根据 2)， 对 于 {a,b) 内 的 茶 个 * 有 
(= 了 ==0， 得 到 f(x) 一 C。 


§4 案 勒 公式 


素 惑 公式 是 将 函数 展开 成 类 似 多 项 式 的 一 个 重要 公式 ，. 
系数 的 计算 规律 简明 优美 。 不 仅 如 此 ， 这 个 公式 对 于 函数 的 
近似 计算 和 理论 探讨 都 是 很 避 要 的 工具 ， 读 者 必须 热 记 基本 
初等 六 数 的 展开 式 . | 

荐 f(x) 在世 含 %o 的 一 个 区 间 CxosyXo 二 + 囊 】 上 连续 ， 在 
CxorXo 二 日 》 {其 中 日 汪 0) 内 有 5 十 1 阶 导 数 ，f(%) 便 能 
在 “后 十 末 ) 里 按 夫 六 公 式 展开 为 
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ft = F(X0) tf C0) (%— Xr) + (XXo)2 十 十 


GD (gy 寺 民 0) 其 申 尼 C01 四 
Tr (x Xa) + Rn (x) 其 中 R,(*) 一 ‘#171 ~ 


(XXo) "1 攻 在 XX 与 各 之 间 . 这 公式 对 于 区 间 [一 五 ,xo] 
一 样 地 适用 ， 情 , (x) 称 为 拉 格 阅 日 余 项 。 

如 果 只 无 窍 小 的 阶 座 上 考 起 余 项 ,出 峙 常 写 为 Rx) 

二 Qo(%-%0)", 称 为 及 亚 诸 余 项 , 在 写 出 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公 
式 时 ， 只 要 求 了 在 x% 点 有 = 阶 导数 存在 。 

由 于 余 项 R, (x) 是 表示 f 展 为 多 项 式 后 的 精确 度 ， 当 然 
我 们 希望 当 一 oo 时 ， 在 x 的 某 个 邻 域 里 R(x)->0， 这 个 问 
题 在 等 级 数 一 章 详细 讨论 。 
闭关 的 9 十 1 阶 导 数 F 六 0 在 包含 xo 的 一 个 闭 区 间 上 连续 ， 


则 He (| <M. 
于 是 
| 学 一 党 | "1 
[Re Cx) | 二 GD MM, 


所 以 当 ,rn 固定 时 ， 素 勤 多 项 式 记 Cx) 一 了 (xX0) 十 


# ” [和 
| + ee Cx Xo) 二 十 (xz 一 xzo)* 给 出 本 溺 数 


了 的 一 个 近似 式 , 当 * 趋 近 xo 时 ， 其 误差 至 少 是 关于 (# 一 xo) 
的 + 十 1 上 阶 无 穷 小 。 
对 于 基本 初等 函数 在 we 一 0 点 的 索 勤 公式 要 牢记 ， 它 是 
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be TT 


展开 其 它 冰 数 的 基础 。 本 单元 的 训练 目标 ， 侧 重 在 函数 的 展 
附带 提示 一 些 展开 通 数 的 技巧 。 
例 ] 按照 指定 的 x 和 次 数 , 求 下 列 函 数 的 泰勒 多 项 式 : 
(1 (2 =e ， 展 开 到 售 必 的 项 ， 
(2) fCX) = 二 1n(1 十 XY ， 展 开 到 会 (x 一 2)" 的 项 ， 
‘3) 1 展开 到 会 人 2 一 7 的 项 3 


(C4) 站 (一 -一 一- x 展开 到 含 的 项 : 
(5) f(x) 一 1n- 一 ,展开 到 含 x* 的 项 ， 并 写 出 皮 亚 
诺 余 项 。 
解 (人 TD 一 人 4 计算 从 略 。 
LU 7 
(5) Sih%= 人 XY 31 十 5 7 ox) 
Snx_ | 和 和 2 oo 
区 1 31 十 5 71 十 中 5 
sin% XX 和 
wl Tartsr To*) 


1 
已 知 ， In{1+ 功 二 g 一 00 . 


In 


£: ln =InC1+ (TE—1)) 


== 区 中 | 
InCL 十 《一 二 十 和 一 可 ox) 
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[ 全 有 @ 自 


1 Xx? E 8 
ti. 十 二 一 一 十 of 
| 3 tsr vy to ;| 


1 [一 至 所 一 世 +ofz9) | 


2 一 ba 
ox) 


1 2835. 
机 2 0 车 f° (9) 天 在 ， 证 明 
Hat +f e2100). 


1*” (2) = Jim 
他 ) 对 于 通 数 


Xi 全 - 
f (2) 一 { x 0. 
验证 产 (o) 不 存在 ， 然 而 
,0+ +7(0— -D270 
h* 


hm 


存在 。 
证 好) 这 可 由 


Fe 有 = 上 Po kh+ 0 2 -县 填 o( 有 ) 


f(D = (0)—f’ 人 ht oh) 
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as ec 


推 虽 。 
人 产 (9 不 存在 的 验证 ， 上 学 生 赴 充 。” 
PAE 
| 


lim . 
Fe 


0 


— linm 
hpt a 


同样 可 以 证 肯 lim tTAO0-D-2H(D -1 
hn : 站 2 


证 明了 上 述 极 限 存 在 . 

近似 计算 是 素 半 公式 的 让 要 应 用 ， 这 也 是 我 们 所 熟 习 的 
三 角 函 数 泰 、 对 数 函 数 慌 等 的 计算 和 理论 基础 。 

例 讨论 sn29" 的 线性 近 他 误差 。 

解 siny 一 Sinxo 十 Cos ee) — Sb (eo), 在 * 


局 XX 之 间 。 


元 
加 6 


。 。 。 下 二 20m n 
Sl $n CO 
29 Nt (so 6 


"v3 x 
ms 5 一 了 0 小 -5 一 0D。01312=D。4849 。 


. EE | 
而 RW = x) 0. 
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Ret 二 (过. 


于 是 得 到 
QO.4848< sin29°<0.4849. 


§5 《待定 型 ”的 确定 
求 函 数 的 极限 是 激 学 分 析 中 的 艰巨 任务 ， 到 目前 为 止 除 


3] 了 其 


个 别 函 数 极 根 旭 lim 


2 一 1 用 特殊 方法 证 明 外 ， 很 大 一 类 
函数 极限 是 利用 初等 函数 的 性 质 《连续 性 、 权 展 性 奈 ) 友 极 
很 运算 法 则 求 出 的， 例如 


. 
1 lim Darctg* _6*4_ 3 ， 
”1 和 河 4 


2, Lm (7 十 二 in x) = +oos 


3 lim Ni 一 lo EDN = 十 ce 。 
We 此 外 ， 还 有 所谓 的 “得 
定型 ”， 由 以 下 几 种 形式 


时 中 


“0” “co 和 。 
5’ “co 0 ”, 0~", 1~”。 其 中 
二 和 2 是 基本 的 两 类 。 其 它 类 型 可 以 化 为 这 两 种 类 型 。 确 


定 待定 型 的 极 眼 ， 有 两 种 基本 方法 ， 其 一 是 用 洛 比 达 法 则 ， 
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此 二 是 将 原 式 中 革 些 【 较 复 杂 的 ) 盾 效 搞 作 它 的 秦 部 展开 式 
“ 带 皮 亚 诺 余 项 ) ， 经 过 化 简 然 后 求 极限 。 在 应 用 上 述 丙 种 
方法 求 极 眼 时 ， 往 往 把 菜 个 无 穷 小 换 作 客 的 等 价 无 穷 小 ， 也 
有 时 铺 进 行 泡 大 小 购 中 风 渤 算 ， 这 类 技能 ， 大 致 肥 及 下 这 些 ， 
1。 有 鞠 无 穷 小 的 四 则 二 算 ， 对 于 xx 有 

(1 当 0 过 mm 入 8 导 ，o(XD) 士 o(xX9 一 o(Cxr) 。 

(2) XoCX") —=oCx"t") . 

3) ox) votx") =—oCx"™ tn), 


(4) 于 守 有 时 ， 9 一 (xn-a) 


+ 时 


2。 几 个 常 肝 的 等 价 元 穷 小 。 
当 x 习 0 时， 与 %* 等 价 的 无 澳 小 。 
{1 sin%~—xy 
(2) {BX Xp. 
(3) ln(1+%) ~xs 
《人 
《5 121~ax., 


3。 当 * 一 十 co 时 ,指数 函数 , 告 活 数 与 对 数 卫 数 的 比较 。 


(1) Em -ce (&, p> 0)， 


， 
2 lim 00, (fb,y>0).， 


rm]n'” 


一 
全 1 求 Em X33X+2” 


es 


a 
lim -mm 37%.+1. lim 人 一 3 


人 
yl XX xl 2 ~” 


. XX 十 侈 十 2 
热 而 在 x* 关 1 有 时， W322 x 4- 前 面 的 解 


法 错 在 何 处 ? 
必须 分 式 的 子 母 都 趋 了 于 (或 cc) 时， 才 可 以 考 虑 用 洛 
必 达 法 现 。 现 在 第 二 步 中 的 分 子 3%: 十 1 和 和 分母 2x 一 3 都 不 


-各 二 生生 了- 可 


连续 司 用 洛 必 达 法 则 ， 必 须 步 步 检查 ， 不 许 育 入 动手 。 

具 一 元 有 理 分 式 待定 型 , 都 是 因为 分 子 与 分 母 有 (x-00 
形式 的 最 高 公 因 子 。 好 征用 洛 尾 达 法 财 ， 必 须 使 用 次 才能 
把 问题 解决 ， 所 以 这 类 题 用 洛 必 达 法 则 及 而 麻烦 ， 


x sin 


cos? 
。 ] DS 
屋 2 求 lim 


解法 1 。 所 给 分 式 符合 洛 必 达 法 由 的 条 件 ， 是 -0 理 的 


待定 型 ，. 
Bm 工 一 cos% _ jim PAsin we 
# Sn zh in os 
。 inx* 0 
Im 
2 #0 ( 习 型 待 


定型 ) 


—149— 


-4 lim . XCDS XY2 ( 站 


sr C3— xX) Sin 区 十 5XeosX “0 


型 待定 型) 
加 COSXT— 2 sli 2 
一 4 Hip 一 人 和 和 不 是 
符 定 型 了 ) 
=- 上 
2 生 


君 到 -0 _ 理 的 待定 型 ， 应 该 尽 可 能 地 推测 一 下 分 子 与 分 


王 的 无 穷 小 阶 数 ， 每 用 一 次 洛 此 达 法 则 ， 分 子 分 母 齐 降 一 
阶 ， 例 如 上 题 分 母 无 颖 是 四 阶 的 ，1 一 cosx 是 二 阶 无 穷 小， 
1 一 cos 当 是 的 二 阶 无 穷 小 ， 是 x 的 四 阶 无 穷 小 ， 所 以 最 多 
施用 洛 必 达 法 则 四 次 就 能 解决 问题 。 在 中 途 约 去 分 子 分 酝 
的 一 次 公 因 式 ， 就 相当 于 使 用 一 次 洛 必 这 法 则 。 


名 
。 1 一 cosxs = 2sin 信 
解法 2 2 Xssinx% 2 Xs 
re 
35 【一 一 
[2 
| Aca 
、 _ 
一 = linmy .2 一 工 
站 -下 昌 4 Stn* 2" 


: -一 CDS . + 
解法 5 lim 15 im 2 
x 站) XS5IN NHNICOSN 


mu re 


PE eh 


Sin 2 
]: ] 一 
mi TT 
SI 
1 3 -cosy 2 
x 


解法 1 首 纯 合用 洛 必 达 法 则 ， 无 须 多 加 思考 ， 但 是 较 繁 
琐 ， 解 法 2 开始 作 了 三 角 函 数 的 恒 等 变换 ， 使 得 有 可 能 应 用 
已 知 放 限 fm 2 二 ~1 很 快 地 求 得 了 极限 ,解法 3 首先 用 
党 必 达 法 由 ; 再 作 三 前 恒 等 变 痪 也 使 计算 得 到 简化 ， 虫 此 看 
出 求 极限 入 六 法 是 多 种 多 拌 的 ， 应 该 要 求学 生 作 万 时 不 要 掏 
于 一 格 ， 多 想 方 法 ， 求 得 电 往 捷 人 的 解法 。 


1: COS(SInN x) — COs 
例 5 来 


ra 

解法 ] 由 于 lm cos (sinx) -一 cosx 一 站， nx 一 站 所 
以 本 题 极 限 是 -待定 贸 ， 
应 用 洛 必 达 法 网， 有 


, Os (Sin) -cos Sinn ceos sin x 
lim Sos (smX) co. lim1 — {nx) cosw 十 sin% 


二 下 史 < Ei 4 


a COS {Sn NY Cos Sin Cn wx) sinx Td cosx 


To ~ le 
i sintsin Xosdx+r icos{sin x)sin xcosw+ sinfsinx)cosw- sinx 
二 站 ma - 1 OC 一 


0 . 9d” 
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LP 
ee rt 


= 一 -二 = 
2 《T 十 3 一 1 DD = 


CAS Sm — COs 
钥 法 2 jim .5 (cos 


于 = 各自 xt 
， 前 表 SinmY 一 关 
9sin 兴 下 区 了 
站 二 其 
型 但 站 十 项 Hn 
= ?lim 2 2. 
串 
EE 其 部 


in din Xo— 
SINXT% jm NYE% 


2 籽 -二 息 村 一 电 Xx? 
a he 
lim Xl fm 2 2 
| 3 匡 " 加 人 3 
gin 。 
EE EE 全 


将 sin mx 二 所 换 作 等 价 的 无 穷 小 Sox 宇 艺 是 使 工作 
简化 的 关键 ， 第 三 步 把 问题 变 为 两 个 极限 的 滋 积 之 后 ， 由 于 
第 一 个 窒 限 tm -> 和 + 和 * 不 是 竺 定型 ， 于 是 立即 锦 为 它 的 极 


限 值 ?2， 灿 是 使 问题 简化 的 因素 。 
一 146 一 


”de 


TE TE 


mm de 


请 4 妹 lim texarctgx—x 
Ee 号 音 


和 解 ”由 lim (tgxarctgx— 2 ) = Bim xX" = 0, 知道 这 是 站 0 


型 ， 洁 用 洛 必 达 法 则 求 极限 ， 计 算 非 常 繁 现 ， 现 在 借 月 举 划 
公式 展开 求 极限 


lim texariig ts % 
+ 


[e+ Xo jx 一 和 二 竺 二 0 CX") |- 
一 一 4 


。 
一 2 站、 一 9 
例 5 求 下 列 画 数 的 极限 ， 
1—itosx? cos (sin Xx) —- cosx 
C1) lim Porers (2 ) lim ns Rt 


解 fe 


二 
“1-1 人 toc ] oy) 1 
lm wl Fo oy 到 


《2 ) 用 cos (sinx) 的 尝 坦 肛 开 式 代入 原 分 式 ， . 


(sin xy? (sin) | 
TT. 心 一 二 本 
1 21 a 一 三 (sinx)} 一 一 1+ 完 tC) 

. pe . 
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a a 和 ms a 二 .od rid A 一 ar 出 ,ma ir air rr 一 一 


再 将 sinx 换 为 它 的 泰 蔓 展开 式 得 


2 
一 二 (< 一 和 +oc tt) +0) 


1 1 2 1 
2 一 本 十 区 人 十 芝 一 和 +ogx9 


| 


ofx!y 
4 


= 上 上 
+ 


所 以 jim So (sin%x) 一 cosw 1 


x br 6b” 


上 面 两 题 仍 是 例 2 和 和 例 3 ， 不 过 这 里 把 某 些 函数 所 成 了 
全 位 的 奉 勤 展开 式 , 然后 求 极限 ,在 计算 过 程 中 要 注意 无 穷 小 
的 计算 和 内 惑 展开 式 的 项 装 ， ,比如 在 钢 4 中 tgx* 和 arctgx 内 要 
展开 到 %% 项 就 够 了 ， 这 是 因为 分 母 是 关 ， 这 就 要 求 分 子 的 皮 
亚 诺 余 项 出 关 高 级 的 无 穷 椒 。 到 此 可 以 比较 同一 个 题 的 不 网 
解法 ， 不 背 那 种 解法 都 要 求 读者 认真 ， 仔 网 不怕 麻烦 的 进行 
计算 。 

下 面 再 举 几 个 例题 ，. 说 明 用 泰勒 公式 可 以 解决 很 大 一 类 
函数 的 极限 . 


例 6 求 iim, 人 + 一 2-，(a>0). 


. | ee, , ria 十 = NLD pe 2 
lm .一 hin 一 一 一 一 一 一 一 
解 - + 2 . se bs 


1+xInat+ 二 十 1 一 一 向 3 十 oa 一 2 十 DY3) 
一 .mn wz 
~~]n3。 


例 7 求 im |(x* 一 x*++ 2) Vi]. 

这 是 co 一 co 型 前 待定 型 ， 如 要 这 样 的 待定 型 取得 有 限 的 
极限 值 ， 必 有 绕 两 个 无 穷 大 是 同 阶 的 ， 现 在 e* 的 极限 是 1， 所 
以 (x 一 十字) er 对 于 < 来 说 是 三 价 无 穷 大 ，V 了 TT" 一 
"1+ 未 也 是 三 阶 的 . 为 了 甫 答 这 问题 ， 显 然 用 素 鞠 展开 
式 欣 去 > 和 W 1 二 上 方便 些 ， 两 者 都 出 现 了 点 ， 从 这 一 :点 共 
性 来 想 ， 我 们 邻 4 一 六 作 次 量 皖 换 工 许 方便 些 。 

年 令 s 一 z 

we (ra) 

-fim Eee 


3 wo 和 
st a+ Gr + Eto] 


_— | 


必 
ad | MM 
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让 8 
了 十 六 二 "5 | 


3 1 
us ut Hl? 

i 2) 
人 a 

一 1] 十 避 | 

到 3 2 

1 3 时 : | 

= lim tom 1 
| HH . 二 


”这 题 可 以 要 求 读者 不 换 变量 ， 或 令 z= 工 再 试 -一 试 。 


例 8 求 lim (32 * res, 


lim 


1 
解说/ 一 (让 "eez ， 直 于 /是 偶 通 数 可 
以 假定 > 0， 先 将 /9 到 对 数 则 | 


lof {%) = las 多) 2 


河 二 i 
于 是 ， 


sin x 
hm lnf (xz) = lin: ,To La 


是 0 * co 理 竺 定型 ， 于 是 
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“一 a 


kb 


Sin x 
Iaf = 
lim ~ 

#0 11”— COs 


是 型 待定 型 ， 而 后 应 用 洛 必 达 法 则 ， 


L i Tlnsinx—1n% 
lim laf (0 一 lim ox 


-rr 
cosx 1 ~ 
— jim Winx 学 
Ft SIn% 
Jim eosX— sinx 一 
[| XI 
— Xunx 


二 Ji 一 = 
5 CDS 


4 Pum 
= lm 一 一 上 
< SY cos 
1 
. : 别 


这 样 ， 
lim fF (x) _e 3 


§6 ”不等式 的 证 明 


研究 数学 分 析 很 多 工作 是 处 理 不 等 式 的 问题 。 对 于 不 等 
式 的 证 明 我 们 必须 有 一 定 的 能 力 ， 以 下 是 我 们 经 常 办 的 方 


一 45 一 


ee eh rm ee aa -mm oi HE .Pd ep RR HE oi | 二， 生生 


“ 鞭 ， 通 常 要 证 明 ， x>>a 时 ， (xy>>g(x)。， 往 往 改 作证 明 
二 了 一 90X) 字 0 ， 吉 果 FF(9) 二 9 ， 就 先 证 明 FF 人 (x》 
之 0，({x 宇 0) ,由 此 断定 下 (X) 字 (0) = 0 ， 如 果 玉 ' (tx) 的 
符号 不 易 确 定 ， 可 己 试 探 F* (x)】 是 否 关 0 ， 理 出 利 前 而 一 
样 。 
例 ] 证 明 不 等 式 
e—1>{1+Xx)n(1+X (x>0)., 
设 F(x)=er 一 1 一 {1 十 Xx)In(1 十 %) 
F(0)=0 
而 FF (x) —e*—1—ln(1+%) (x*>0),， 


FY) 一 0 一 于， 在 (x>>0) 时 ,地 <1, 1 


FX) 而 FC0)= 0; 所 以 FP x) 0 
在 x 半 0 时 ， 

训 FOOD) 在 x 守 0 时 上 天。 

因而 FO (x>0); 

由 此 得 到 
e111+xln(tl+*) x»>0) 。 

例 2 证明 不 等 式 


二 ..,., 


nt) <1+ 广 二 千 守 1lon (n> 2) ， 


年 看 时 ， 这 是 该 用 数学 归纳 法 证 明 ， 这 样 考虑 的 话 ， 必 
须 先知 道 


1 T= 
nt1 


一 3 二 2 


或 属 


1 (it 1) 
这 使 我 们 想到 用 对 数 郑 数 的 性 贰 来 证 明 它 ， 左 部 不 等 式 是 


In(1+x) <<x 的 特例 ， 把 广 换 成 <， 有 部 不 等 式 就 变 为 -地 世 


< 
bt 人 (1+ 二 5 色 5 


in(1 十 x*) ， 两 者 集中 起 来 写 为 ， 


[ln 二 < 
这 里 自然 要 x> 一 1， 此 外 当 且 仅 当 x= 0 时 ， 才 能 使 用 等 号 ， 
为 了 证 明 本 题 ， 只 需 知 道 


i<lat- 7X) Cx (x>—l, xD 的 (1) 


就 驶 了， 一旦 证 明了 这 不 等 式 ， 就 可 以 绘本 题写 出 下 近 的 证 


,证 在 (1) 中 令 x= 汪 ,得 


f 
DD 一 I mc< 半 ， 


再 令 P 一 1， 2 ii。 得 到 下 面 几 个 不 等 式 ， 


<ln2—lnl<1 


1 1 
3 <ln3~—In2<3 


一 153 一 


1 inn1n (nm1)<t. 
天 弄 
取 上 列 左 部 的 前 ps 一 1 个 不 等 式 相 加 ， 得 
1 1 “1 
Ttat"T Ins 
. 黄 端 各 加 1， 得 
Ll 
1 十 去 十 洁 十 1+1lng, (2) 
到 卜 列 右 部 = 个 不 等 式 相 加 ， 得 
1 1 
z in Di (3 
“证 明 不 等 式 【2》 和 《3 》 ， 捞 在 一 起 ， 便 是 


at+ 屿 <1+ 寺 十 二 十 … 十 二 <1 十 Jon 


证 明 (1 可 用 导数 ,例如 , 设 Fo 一 jn (1+ 光一 地 
出 z 
.1 _ 1 
了 1+% (x+1)° 
对 于 ”>0 


1 1 
T+ 《二 


故 (这 (xX 之 四 令 f (0) 一 0， 页 当 z>>0，F00 之 0. 
《对 于 一 1 <-x<0，f' (x) 6， 同样 有 (2) 守 0. 

对 于 《4》 式 我 们 可 以 用 下 而 的 方法 证 胃 ， 号 四 供 次 者 
参考。 

不 等 式 《11) 的 另 一 证 法 分 析 ， 


要 In fl 


成 类 似 有 理 分 式 的 形式 . i 在 . 
1 的 近 帝 。 


Xx 


la Qt ln 十 一 一 1 ge? 


(01, X11) 
如 果 上 只 考 厦 *>0 的 情形 ,( 条 本 题记 需要 的 ) 只 从 1+x> 
1+ex>1， 便 能 解决 疝 题 ， 但 是 我 们 宁愿 注 借 得 更 广 涝 些 ， 
为 此 我 们 不 妨 作 进一步 的 人 女 析 ， 我 们 希望 


加 与 村 与 一 到 一 二 二 都 不 是 负 匆 ， 这 两 个 鞭 实际 


0x2 一 全 x - 
和 分 子 都 不 能 是 负数 ， 记 以 我 们 
希望 知道 分 母 都 是 正 数 ，*> 一 1， 暗含 有 1 十 x>0， 剩 下 要 
考 感 1 十 gx 是 否 一 定 >0。x 尖 0 时 ， 无 蜂 地 (1 +0x) >0. 
一 工 XO 
从 x 这 一 1 及 0<0< 之 1， 知 道 
1+x) >0 或 一 0<<9x， 

于 是 0<1—0< 1 +t, 


是 


一 1 是 一 - 


Ox? 


ee 
起 二 o>0 


x % x 
ln (1 + %) TT 1 十 gx 1t% CC C+) 之 0.. 
从 这 两 个 不 等 式 推 得 


扳 开 x 一 0 改 咸 强 不 等 式 ， 就 是 (C1) 。 

《要求 读 者 把 本 题 论 述 中 的 分 析 字 各 去 掉 ， 写 成 简洁 的 
综合 式 证 明 ) 

例 3 />0, XiE [as 的， C= 1 ，2 .fy 


证 明 ， Ed ! 一 Js Df 


用 f(%) 在 xo 点 的 泰 勤 公式 表示 Fe) 。 由 于 了 (2) 守 9， 
必然 . 
Fx) f(x) + fF N00) 一 %o) 1) | 
今 i=1，2，…，n， 将 所 得 的 # 个 不 等 式 相 加 ， 得 


DF OK) nf C0) 十 F (xy Yi— wo) 


rial 31 


=hnf (X00) + fF" (oxo) [三 “一 9z 


= nf (Yo 
一 5 一 


x | : 

5 f(r )< Lf, 

”例如 ， 设 f(%) 二 一 Inx，({x 之 从， 别 f 满足 本 题 的 假设 条 
件 。 . 


| A 1 t+) 人 和 


了 
赤 


二 | Fw) + Fx) 十 … -+f | 一 一 la 《1 


根据 本 题 的 结论 ， 知 道 


. 


1 ln Na x) 


于 是 


二 (CHI? Ha" 2 《00 
. 这 是 第 一 章 $ 4 里 费 了 好 大 力气 证 过 的 定理 。 现在， 用 
函数 的 性 质 ， 很 容易 地 把 它 证 明了 。 和 前 一 例 亚 一样， 都 是 
应 用 素 勤 公式 ， 读 者 应 该 在 这 类 事例 上 多 加 注意 ， 
雹 4 证明 不 等 式 
一式 
1 站 光 
证 “所 要 证 的 不 等 式 ， 现 端 取 对 数 后 用 对 数 孙 数 的 上 升 “ 
性 (成 指数 函数 ) .这 样 ， 我 们 就 可 以 对 于 in(1 填 与 i (1 一 2 
用 泰 革 公 式 展开 


<e ”0<YXc<1。 


8 
—157— 


A 


2 Ee . 
In (1 + x) 一 3 十 于 "O06 Xl 


| - 
ln (1 | 二 一式 31 (1 — EY? OALX1, 
In] 一 ln(1—2)—1n (1 二 2*) 


一 | 2 1 
2% kn 十 点 8》 thy |< 从 


1 一 区 
1 
注 ， 既 然 1 十 x，e* 痢 沁 0， 者 原 式 改 为 (1—%) ec 
《1 二 2%)e-， 用 薪 勒 公 芭 展 开拓 与 e 也 可 惧 证 明 ， 
例 5 证 明 不 等 式 


< 


和 (十 区 < 一 所 十 芝 ， (x>0) 。 


证 和 In) 上 
/ 加 2 1 / 
PCY) = 1 一 XX 十 区 二 之 ? 日 Fo 0 
户 i i. pn 
FF” (0 一 UD EF (=0. 


2 2 1 
m2 > >0. 


一 15 有 一 


出 (0 一 0 条 (0 六 0 知道 已 人 0，(c 人 四 ， 
直拨 一 0， 2() 汪 0 知道 F' (0)>>0，(x 光 00， 

再 由 下 一 0，F (>0 知道 让 计 DD，{x 六 站 ， 

于 是 碌 不 等 式 得 证 。. 

注 ， 前 题 从 原则 上 说 ， 用 高 阶 导 数 证 明 ， 实 际 上 ， 上 由 


Fr a E ， 
二 1 区 十 好 7 TD (xX 之 只， 就 已 经 足以 


达到 证 明 的 目的 ， 因 此 在 用 高 阶 导 数 之 前 ， 对 于 是 得 的 一 阶 
导数 进行 审查 ， 有 可 能 取得 容易 的 证 法 。 

单调 上 天 与 单调 下 降 在 理论 上 处 于 对 舌 的 地 位 ， 用 单调 
十 逢 证 明 疡 (2 盖 0， 无非 是 说 已 Gy 的 值 一 定 大 于 起 点 的 
值 ， 那 么 我 们 又 可 以 涪 单调 下 降 时 所 (x) 的 慎 一 定 大 于 终点 
的 值 ， 只 要 终点 上 不 是 负 值 ， 就 可 以 保证 下 (x) >>0。 丰 仅 如 
出。 如 里 函 数 有 时 单调 上 升 ，。 有 时 单调 下 降 ; 显然 我 们 可 以 
分 段 考虑 。 


例如 证明 不 等 式 sinx>2x， (ocr<2). 
设 R(X) 一 sinx- 了 x，FF(0) 一 0， 
FY’ Cx) ~ cosx—- Ea 3 
JE 


所 由 当 0 Xarec cos 人 时， F’ (>0, 


Marc cos 如 <x 必 了 时 ， PFCD。 


”一 159 一 


di Tha be py pe pli 一 rr 和 用 Le i 


这 两 个 不 等 式 说 明和 (’ 在 (0 六) 上 变 导 ,但 是 仍然 可 以 


不 用 高 阶 导数 来 证 明 F(x) >0。 因 为 ， 当 0<x<arc cos 生 ， 


(9 >>0， 所 以 下 (%) 上午 . 
PD >F N=0., 


当 arc cos 守 <x< 人 时 ,FF' (x) <0， 所 以 忆 () 下 降 . 但 
下 峰 到 最 低 处 时 才 有 F( 他 ) 一 sin 一 1 一 0， 
SD>F( 守 )=0 所 以 当 0<x< 了 时 ,FW>0， 


站 sinx > 之 x 
TT 
上 面 例题 办 为 *>0。， 可 改作 证 明 ， 
SinxX 2 sa rr c 一 
一 一 人 0， 这 时 玉 (2) = ED 0 
TT 

(0<*<7). 

严 C9 在 (0， 闻 | 内 严格 下 降 ， 

Fl >F()=0, 


一 1610 一 


sinx ~、 2 -x 
即 x > 0 
fi 证 明 不 党 式 : 
(1 一 — XxX) <1, whe pi。 


证 设 玉 (2) 一 x* 十 纪 一 蕉 *?， 在 [0，1] .上 连续 ， 必 有 最 
大 或 最 小 值 。 


让 FD 一 px1-! 一 (1 一 区 1 1 一 0， 求 得 x 二 十， 这 是 
Ftx) 的 唯一 稳 岩 点 。 


由 于 FD -FO "全 )- 二 民 1。 
,Ax F(X)=1s 加 min FW = 


2 < 0 XE1, 


证 明 不 等 式 时 要 注意 它 星 边 是 否 许 可 有 等 号 ， 这 谈 宪 于 
函 涩 .f 是 否 严 格 单调 。 
例 7 就 上 开通 数 来 说 ， 若 j (*) 之 0， 则 (0) 一 定 是 严 
略 上 升 的。 车 了 疗 (2) 读 0， 则 了 (单调 上 沂 ， 诅 也 可 配 匡 严 
格 上 江 。 
例如 (x) 二 XxX 十 Sinx， XE (co, co) 
六 C8) = 1+eosx0, XE (— 00, 十 co) 


在 x 一 2hr 一 节 时 ，f' (区 二 0， 但 是 (在 〈 一 co，+co) 上 


- —ié1— 


Le 


严格 上 逢 的。 
例 8 定理， 车 Fo 在 人 a， 门 上 连 线 ， 在 (gq, b) 可 
导 ， 并 且 
《IT7 YE 人， 本， 天 (ED 
《2 7 ( 沪 在 人 虽 的 妊 一 子 区 间 内 不 恒 为 零 。 风 
fo 在 [ee，5 工 严格 下 升 。 
证 ”由 葵 分 中 值 定 型 ， 窜 易 推 出 矿 思 在 〈， 刀 内 单调 
上 上升， 也 就 是 Yxi， 癌 Er。，B]， 而 且 xi<<xs 时 ， 四 
站 (YY 
现在 证 明 “=” 的 情形 不 能 成 立 ， 否 则 YXE [Xl，Xs] 
f(x) = fx) 一 了 (xz 。 
这 将 要 导致 与 已 知 条 件 (2》 邹 盾 的 结果 
fF (x) 三 = XE CX 32 
证 明 不 等 式 。 


《Xe a) 1 > Cx? ge), {x>0, 3 人 0， 0<a<P. 
证 x 一 y 时 ,不等式 变 为 | 


《2X*) > 《2 )# 
化 简 得 ，2* > 25， 显 然 成 立 , 现 网 在 着 重 讨论 xsz 的 情形 。 


不 妨 设 yx> 40， 即 e= ys 


售后 全 = (十 加 org。 
原 不 等 式 亚 为 下 
0>F(D，0<e<B。 (1) 
为 此 需要 证 明王 ( 雪 在 人 0 十 co7y 上 严格 下 降 。 


一 并 02 一 


FD 一 {* [1 后 让 =- xf (1+0) 六 
Ca 


证 五 :0 一 Ci Haor 
因 尖 x* 是 常数 ， 记忆 能 证 1 严 梢 下 降 不 成 了 ， 为 此 要 证 


PF, Ee + 
插 开 右 端 的 正 因数 FuGo ， 我 们 看 
1 可] 
4 1 
是 否 成 立 ， 经 过 篇 单 的 变形 ， 就 成 了 显然 成 立 的 不 等 式 。 
BTInae< te)lnt1 二 69 ，《 对 于 任何 sg>> 扩 。 
PD <<0， 于 是 六 WD <<0。 这 就 证 明了 下 (w) 在 
《十 ce》 上 严格 下 降 。 于 是 (1) 式 成 立 ， 从 而 原 不 等 式 


一 二 ln 时 站) 


7 国 数 的 到 和 象 


作 范 烤 的 图 蒙 时 ， 讨论 的 步 莫如 下 ， 
1。 册 渤 数 的 定义 城 或 或 它 的 表达 式 确定 图 象 前 
《CID 范围， 
《2) 间断 点 及 连续 区 闻 ;，. 
3) 对 荔 负 及 对 苏 申 心 ， 周期 性 。 ， 
2、 由 一 只 导数 确定 图 象 的 ， 
《1) 音调 区 闻 ;， 
《2) 稳定 点 。 


—1#3— 


3， 出 二 阶 导 数 确定 图 象 的 
C1) 凸 性 3 
(2) 拐点 。 
4， 定 渐 近 线 ， 
展 据 十 面 讨 论 、 最 后 描 点 作 图 。 
区 1 作 男 数 y 二 e-* 在 (一 co 二 三) 的 图 象 。 
解 C1》 计数 y=e 在 定义 域 (一 ce, 十 co) 上 连续 。 这 
通 癌 无 奇偶 性 和 周 捧 性， 永远 壤 >8, 图 形 完全 在 工 淮 平面 内 。 
(2) gy 二 一 < 所 以 了 在 〔〈 一 co +co) 下 降 ， 
所以 了 没有 极 得点 。 
C3) 二 er 之 0， 所 以 F 在 《一 oo, 十 ce》 西向 下 。 
C4 limf (2) 一 十 se ， Jimy (0 =0°, 


以 x 一 为 浙 近 线 ， 

《5 撒 点 作 图 。 y 

河 于 其 些 过 复杂 前 fl)=e: 
通 数 图 笋 ， 可 雇 由 求 由 
函数 册 积 定点 各 指 虑 的 
楼 坐标 ， 按 其 大 小 顺序 
划分 区 闻 ， 在 每 个 区 间 
上 讨论 函数 的 单调 性 和 和 
五 性 。 响 16 

例 2 ”作画 数 # 一 Xe ，xE (一 co, 十 coy 的 图 形 ， 

解 ” 先 求 出 函数 的 稳定 点 和 迭 点 ， 

内 六 二 (一 区 e "一 0 求 得 x=1 是 稳定 点 ， 上 好 和 肝 


一 104 一 


由 "= 一) "一 0， 求 得 x 二 2，Y 一 忆 是 损 点 ， 


叉 恩 为 #(0) 一 0， 所 以 四 条 通 过 原点 
(2; 十 co ， 列 正 如 下， 


求 湛 近 线 , : 
lim Xe ”一 一 29， lim xe “一 0， 所 以 y=0 是 曲线 的 水 
平 渐 近 线 。 
” 撞 点 作 图 ， 


例 5 作 函 数 #= f(D = sinx 十 sn2x 的 图 象 。 
解 〈1) 耳 数 在 《一 co, +co) 荆 连 续 ; 


一 165 一 


， 《2) 国 为 产 一 妇 = 一 F 沪 ， 所 以 为 奇 国 数 ， 又 
以 2z 为 周期 ， 所 以 只 讨论 【0, 下 上 的 图 象 到 可 ， 
C3 ‘=4cosxt-h cosx— : 
令 六 二 0， 来 出 Xi 之 0.94 二 54”， 
Na 2 S7147", 
到 一 一 sinx(I 十 gcos 芒 ， 
因为 2 .0 0O, 护 (2.57) > 0, 
忆 以 。 x=0.94 汐 极 夫 点 ，f(0.94) 心 1.76 为 极 大 什 ， 
xz 一 2.57 汐 极 小 点 ，F2.57) 二 一 0,37 为 极 小 值 。 
伪 久 一 0， 求 得 和 一 0， 和 全 17( 一 972 Xs 二 A。 
当 *E[0，1.73 时 ， 近 <0， 曲 线 工 辐 。 
xErl7，r 时 ， 久 人 0， 暑 线 下 西 。 
于 以 (1.7，0.968》 六 拐点， 由 奇 函 数 性 质 知 道 (一 1.7， 
一 0.968》 也 是 揭 点 ， 同 样 可 以 证 明 (zx, 0 和 (一 x 中 是 
拐点。 


令 z= 0, 得 x~=0，z~ 之 r, 这 是 曲线 与 < 二 交点 的 杭 


C4) 根据 上 面 讨 论 可 列表 如 下 : 


《5 >》 摘 图 


” 例 4 作画 数 # 一 xe =，《〔o 扎 的 的 图 形 。 
解 ”〔1 ) 函数 无 奇偶 性 和 周期 性 , 
C2) y(0) 二 0， 所 以 图 形 过 原 操 ， 


C3) ¥’ 一 一 - * (gx), 令 y 人 二 Ds 得 x=4 为 稳定 


点 ， 显 然 在 x 二 6 的 两 劳 # 的 符号 和 克 ， 至 于 一 浓 的 正 负 ， 
出 与 #9 的 符号 有 关 ， 

1] 巷 40 

当 x<a@a 了 时 ， 扩 > 人 >0， 范 数 工 逢 3 

当 xy>a 时 ， 姑 <0， 孙 娄 下降 。 


此 时 x=o 为 极 大 点 ， 丁 数 的 极 大 什 为 1(o) 一 上 ， 


i PP 


2 六 <0， 
当 x<a 梧 ，2 一 0， 画 数 下 降 ， 
当 #0， 好 数 工 升 ，。 

0 


地 时 x= 为 极 小 售 ， 通 数 的 极 小 值 为 Fa) = 二 


Ee" 
yy (2) 
(4) yf = Wi > 


令 #" 一 0， 得 x 一 24， 在 x 二 24 的 两 六 ，2* 的 符 导 一 定 
相反 ,但 是 在 一 旁 的 正 负 ， 又 要 媳 4 的 正 负 。 | 

1 大 GD 

当 x< 愉 28 时， 更 <0， 图 形 上 加: 

当时 ， 久 人 0， 图 形 下 辣 。 

2 者 < 

渤 这 26 于，#*< 过 0， 图 形 上 山 ， 

当 x>20 时，9” 之 0， 图形 下 目 ， 


而 f (24) = 人 9， 


(zo 给 ) 为 拐点 


《5) 涩 xXx-*co 时 ， 论 讨 # 的 情况 ， 
1° 当 &>0 肘 ， 


人 


liny xe “=, 


站 -所 开 60 


# 二 0 为 水 平 浙 近 线 ， 


二 


而 bm -一 一 十 coi 


十 一 


—1f8— 


，: 所 中 图 得 没有 人 饼 半 近 线 。 
2” 当 0<<0 时 ， i 
车 x 一 一 0， 则 J 一 0，。 
y 二 0 也 是 水 平 源 近 强 。 
当 a>0 时 ， 


图 19 


当 0<0 时 ,同样 列表 绘图 . 
注 i) : 对 于 符 导 相反， 绝对 值 相间 的 两 个 4， 血 灼 的 轿 
每 关于 原点 对 称 ， 但 是 应 该 注意 区 别 于 奇 函 数 。 
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注 i 对 于 含有 春 数 的 函数 ， 谈 者 一 般 不 娩 悉 ， 应 遵 过 
例题 使 读者 会 分 别 情况 进行 讨论， 


汪 8 ”函数 的 极 值 和 最 大 《小 ) 什 


求 函 数 的 极 值 是 导数 的 重要 应用 。 导 数 概念 来 源 于 几何 
问题 和 物理 癌 题 ， 对 于 导数 作 了 很 多 理论 探讨 之 后 ， 再 反 回 
来 用 它 解 决 实际 问题 。 但 是 这 方面 问题 很 广泛 ， 避 作 课 只 举 
儿 个 典型 例题 ， 提 高 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 让 我 
们 首先 考虑 求 了 在 闭 区 间 [e， 榴 上 的 最 大 值 或 最 小 值 的 问 
题 ， 

如 黑 了 在 Ca， 引 上 连续 ， 则 半 必 存在 最 大 值 和 最 小 值 ， 
汐 了 找 出 最 大 【小 ) 值 ， 必 须 考虑 三 种 点 : 

12 在 5a， gt 内 了 的 稳定 点 

(2) 绩 点 2 省 加 5 

(32 在 [Ca， 拉 肉片 了 不 可 微 的 点 ， 

如 果 第 一 种 和 第 三 种 虚 是 有 限 个 时 ， 则 问题 就 解决 了 ， 
如 果 我 们 考虑 的 问题 不 连续 ， 或 要 碍 一 开 区 疝 上 或 整 条 直线 
上 我 最 大 值 和 壤 小 信 ， 那 么 我 们 甚至 元 法 预先 肯定 最 大 值 和 
最 小 公交 存在， 因而 ， 就 要 动脑 筋 去 揭示 出 问题 移 实 质 ， 下 
面 分 别 举例 说 明 上 面 提 到 药方 法 ; 

例 1 由 一 点 《0 下 一 直线 至 水 平 轴 ， 然 后 折 至 一 
上 (1, 局， 如 图 20 扬 示 》， 证 明 ， 当 角 a 与 已 相等 时 折线 
总 长 景 短 ， 2 

证 设 点 (0, 站 在 #y 轴 上 , :而 水 平 轴 就 是 x 轴 。 

折线 与 * 轴 接触 在 P(x,0) 点 。 间 题 是 到 证 明 拆 线 PA 二 


“一 1 一 


FPFPIM™F EN 加 


mf 


,图 器 : 

PB 最 短 时 a 二 P。 这 里 必须 用 了 点 的 从 标 ; 然 丽 又 不 是 我 
们 追究 的 目的 ， 从 元 何 志 现 ， 显 航 ， 焉 离 PX 十 PB 站 x 的 本 
数 ， 用 F (xz) 表 示 它 ,是 根据 距离 公式 ， 知 道 。 .六 


了 (2) = 一 VX 生子 半 和 VY DT 
正 函 数 /显然 有 最 小 ; 移 : Ti f= ln fs 下 


处 可 微 ， 攻 最 人 上 现在 使 (一 0 的 启 上 。 上 现在 z 


f (0= 7 


AAA VET 


,1 1 
I ipa f (9, 
所 以 /40 一 0 在 (0,DD 内 有 要， 


a 
pre 一 


2 . >O, 
A 2CC1 ew) 2 十 -Ra " 


三 ( 罗 单 许 上 天): 了 00 =0 只 能 有 一 根 ,， 这 玲 一 的 根 ( 即 是 
点 的 模 坐 标 ) 满 中 


并 1 一 区 
VA VO 
《这 里 的 x 已 经 是 固定 的 数 )， 而 这 等 式 从 几何 上 看， 恰好 大 
OA—=t08B : 
直 更 上 说 明 z*， 明 都 是 正人 锐角， 记 以 a=p. 
例 2 求 数列 必 (n= 1，2， ) 的 最 大 项 . 
解 : 设 了 ke) 一 zz， 人 xc 人 > 加， 
f° (x) =x zt 和 nz。 
册 产 {xX) 一 0， 得 X= 一 8， 
峙 当 0<<x<e 时 ， 记 (xz) >0, 了 上 升 ， 
当 EX oo 时 ，fF (Xx) <0， 了 下 其 
< 一 时，7( 2 取得 极 大 秆 。 
因为 * 址 是 自然 数 ， 而 其 邻近 的 两 自然数 为 2，3。 所 以 
2<e<3, .所 以 1 (2) 一 v2， ; fTY3 。 


比较 ， VF 与 V3， 有 ZF<YB. 


-区 到 的 最 大 顶 为 六 可 。 
全 3 设 /z) 在 ra，ce) 上 有 二 阶 导 数 ， 且 有 
{1) ft)>0 
C2) f’ (a) -<0 
(3) (x) 所 0， 对 于 任意 x 大 于 a 
证 明 ， 方程 1f{X) 一 0 在 LQ， 十 吕 ) 内 存在 唯一 的 根 ， 
证 将 f(*%) 在 Ca, 二 co) 用 泰勒 公式 展开 


fx) = fn + ff 0) (CX— 0) + 


(XD 


i 


(人 


fA So {xX>0), , Tz 0, 
又 ， foD<0，-， 当 > 十 ceo 时， 
六 (zg) + (Ge OF 0 _o0, 


FX) ~— 
3 x >a, fe < 

又 因为 了 >0， 和 由 了 在 中 ，x< 上 连续 ， 

根据 连续 通 数 介 信 定 狸 ， 3 xeE (oD) 本 站 (X06) 一 0， 这 
就 证 明 了 方程 的 根 的 存在 性 。 

下 画 证 明 根 的 唯一 仁 ， 

已 知 ” 产 ( 0 

.了 tx) 不 增 

及 因为 ”三 (天 0， 

0 2 好 ftx) 在 (oo， 十 oo) 上 严格 下 
降 ， 所 以 (x)} 一 0 在 (4，+ 十 0) 仅 有 一 个 根 ， 

例 4 若 了 (x) 在 Ca， 所 连续 ,在 (a, 四 可 微 , 并 且 在 
(4,， 办 二 有 且 只 有 一 个 极 值 ( 极 大 或 极 小 ) ， 证 明 此 点 即 为 
了 (0) 在 [83， 四 上 的 最 大 或 最 小 点 . 

不 妨 设 x 一 % 为 了 (XX) 在 (0， 的 的 唯一 极 大 点 ， 而 f(x) 
前 最 大 点 是 C0， 的 上 的 x0' 二 xxo， 

i) 车 x。' 不 是 端点 ( 即 x,' a 自 xo' 夺 65) 根据 最 大 点 的 
定义 ,xo 必 为 了 的 极 大 点 ， 与 了 在 ta， 人 只 有 一 个 极 火 点 
矛盾 。 

1 洒 Xo 一 2 或 一 人， 则 对 于 一 切 xE ta 外 有 之 
了 (8) ， 所 以 (xo) < 了 (a) ， 因 为 加 为 极 大 点 ， 则 有 xu 。 


一 1 了 3- 一 


Fn 一 Fo) < 一 Fa 
2 在 (， 光 5 人 上 有 E， 全 六 5) 二 了 (xo) ， 根 据 光 尔 定 理 
在 传 ，x) 闻 有 -点 5 汶 概 小 值 ， 由 此 叉 下 出 深 填 。 从 了 i 
两 步 证 明 ， 知 道 最 大 点 xo! 不 能 不 是 设 天 点 xo。 
注 ， 由 下 图 可 知 存在 的 xu 可 取 在 (co，xo) 中 ， 
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第 七 章 不 定 积分 


鞍 米 了 驶 求 : 

学 业 学 习 了 基本 积分 法 ， 在 作 了 一 定数 量 习 是 的 基 褐 
上 ， 可 以 通过 习作 课 对 学 生 作 一 些 计 算 方 法 和 技巧 上 的 训 
练 ， 由 于 积分 法 比较 灵活 ， 当 然 不 能 要 求学 生 拿 到 一 个 古 目 
就 能 随心 应 手 的 解决， 但 总 能 找到 一 坚 可 以 依循 的 规律 ， 这 
就 要 总 结 学 过 的 方法 和 可 积分 的 画 数 类 型 。 

一 、 积 分 的 基本 方法 。 

(1) 分 部 积分 法 3 
(22 换 元 法 ， 
二 、 常 见 的 可 积分 的 应 数 。 
《1 ) 简单 积分 袁 中 的 一 些 函 数 : 
《2) 有 理 函 数 > 四 
{ 3) 可 用 分 部 积分 法 解 类 的 茶 召 函数 ; 
《4) 三 角 画 数 
《 5) 其 它 可 积分 示 数 。 

更 求学 生 求 积分 时 ， 先 观察 被 积分 式 属于 最 种 可 积分 的 
类 型 ， 作 到 心中 有 数 。 着 手 积分 时 世 不 能 硬 套 哪 种 方法 ， 委 
慎 难 具体 问 题 研究 采取 较 好 的 方法 ， 如 果 鹤 积 式 难于 六 生 它 
座 于 邑 一 种 可 积分 类 型 ， 就 要 自己 想 办 法 ， 例 如 试 试 获 杀 过 
变 长 普 换 或 分 部 积分 法 之 司 郁 否 将 所 求 积分 归于 某 一 可 积分 
类 型 。 


~ 一 1 了 吉 一 


辐 1 直列 各 题 都 可 以 用 分 部 积分 法 求解 ， 由 此 可 以 总 
结 出 哪些 函数 可 以 用 分 郁 积 分 法 ， 

Ci) [xedxs : 

C2) ler'sinbxdxy 本 

C3) TesinxeXs 

C4) Tansxaxy 


(5] (a dxs 
CB) Isecsxqdxs 

1 C7) fcos (nn dx 
C8) Tv x lnxdxy 


遇 


:090) ffs 
z 《103 xe*sinxda) 

(1 ) 一 (0) 依次 得 到 以 下 管 案 。: 
(1) xie*—2xe"+2e"+CO 


2) ecoshx t+ Cs 


- b 
和 pi e""sinbx — rb: 


o> 


{ 3) —x:cosx+2Xsin% 2cos Xt 
(4) x(lnx)—3x(Inx) + 6xInx— 6%T C3 
(C5) lox * lantlnx) 一 Inx 十 CC | 


FE 
me 


(6) 到 Ctgxsecxw+ ln (secx ot tg?) 十 已， 


(7) Cxcos (tnx) + xsin (lnx)) + 
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(8) 全 xz 一 上 Cs 


(C9) _ ,上 -arctgx 十 已 > 


18) -一 [wlsin%— cosx) tosx] + 


LE 第 C6) 题 上 只 村 记 
得 公式 |secxds= In (secx 十 tg*) 十 和 ， 主 能 上 硕 和 异地 和解 管 。 
下 蕴 详 细 解 第 (.9 )》 题 和 第 〈1I0) 是 。 


xdx _1 
Co) 和 解 [= 1 | 2 rd 


Lg) 
之 Jza( 2) 之 外 工 十 和 好 1 二 x 


x 


1 
3OTxD | 2 arctestC. 


C10) 解 了 =- jxe dinxdx=|x ta” Sinx dx} 


设 du 二 esinxdx， 


于 是 "一 | g'sin Xdx -= etsSnx -cox) 
- : > , 
周南 
了 一 cf 
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5 3 tSinX— COsX) -| (sinx— cosx) dx} 


了 xtsinx—cosx) + cosx] 十 二。 


例 2 用 换 元 法 求 下 列 不 定 积 分 ， 
对 于 下 面 几 个 例题 很 容易 看 出 换 元 的 方法 。 
(C1) 一 ersiaeradxs 设 4 二 e*， 容 易 得 到 
j=——eose + 人 CO, 
(2) I 二 lee edx} 设 #=e， 得 双 了 一 ec 十 C， 
(3) IT=jle (cosw)tgxqdx 设 # 一 ln (cos*) ， 得 到 
I= 0 40. 


< 


(4) od A 设 4 一 ln (In*) ， 得 到 
7 一 -la (nx 十 C。 


{ 5S)T7T 一 xs 1 一 x dx*x。 设 4 二 1 一 得 到 
] ny . 
1 一 一 全 (1—*) 3 + 


上 面 几 个 蜂 都 是 经 过 变换 将 被 积 函 数 变 为 简单 积分 表 中 
的 可 积分 耳 数 ， 

例 5 下 例 积分 可 用 变换 x= sin3# 式 * 一 cosu 乡 作 出 ， 在 
这 旦 三 角 郴 数 的 得 等 式 及 三 人 朋 函 数 的 导数 都 应 运用 自如 ， 
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(C1) 1= ; 设 x 一 tgx， 加 


A 1 二 
lx+wTEREIHTC 
《 2 .) 了 一 [Ri 设 secu, 出 
i= drcsec% -CC. 
C3) 了 一 a 3 设 w= sing, 风 


AT 
了 一 TE i) 十 C， 


例 4 下列 积分 可 用 各 种 类 型 的 变换 ， 并 且 换 元 法 和 分 
部 积分 法 同时 充 一 个 蚌 下 中 和合 几 。 


C1) 了 = | axa 说 二 1， 导 


1 一 访 可 3 fx 一 1 于 站。 


Th SARA 
1 arcrinx +| 此 AT = 一 二 。 然后 再 用 例 3 


网 


二 一 ~ 了 arcsinx_ fa | tl tM,| 
i x AICSINXY - ln [一 十 安 。 


一 工 但 一 


A 


(3) 1 -J | 


Ox 
入 后 9 网 “一 三 DE 
租 设 Xx= sint， 得 到 4 一 zr pb 
Xarcsin% 


I = Jare sin xd————— 


AI 一季 证 MT 一 和 
oo ln 11 一 让 一 性, 或 者 设 arc smx 二 4 也 司 雇 求 得 。 
C4) T= jxarcte wxlotit+*x) dx 
解 设 do 一 xlaf1 二 xdx， 
其 | 0= + Cn (+) —1), 


I - rr 
二 CnatI1 十 xy 一 13 arctgx— : 


3 in7tT- 二 Tx?) —1Jdx. 


.. 了 一 


呈 
= [n(x 1Iarctgx— 
1 2 :3 
In (1 tx) tartextC, , 
rr 
{5) T= YX 一 YX-T dx， .| 
~ Xl1tv ax] 


ix—1 有 十 1 _ 
逢 贡 1 出 o 了 晤 end 


一 TS 一 


+ 


_ do! i 人 | - 
-1 (x x x : 
| Te 二 三 : 和 ， 
(Vx MX 1 je 
或 - | 


-| (X— dx 


4 .| . 
= WT wi |I+C. 


例 5 有 理 函 数 的 积分 法 ， 可 以 分 为 以 下 儿 种 解法 


再 积分 . 
网 “ 求 积分 了 一 | 党 < 
先 将 被 积 通 数 表示 为， 


一 1 十 3 
TI tT +t 


于 是 1= fe pe fs 


w+1 


一 站 十 &rec te 革 十 十 心 。 | 区 


ii ) 降 加 法 ， 


人 xdx 
针 可 和 分 7 一 52TT ， 


二 4181 一 


i ) 被 积 函 数 为 假 分 式 时 ， 先 化 为 整 式 与 真 分 式 之 和 ， 


. _ IT， dx 
: 直 邓 了 ER 


证 ”4 二 
于 是 ， 
:= | : 
2 .4 好 十 384 十 工 


一 2 和 十 3 一 w 5 
2 5 12x2z-H3 二 5 | 


iD ,部 分 分 式 法 《特定 系数 法 》;- 


必 1 2 


In FC 


+ 了 


有 了 “ 的 


% 十 % 一 4 一 它 
由 了 pj RI a 


设 4 二 x? 


i i de hh ek 网 
i | 中 人 ds 


二 一 ~ 1 名 


到 


其 中 十 二 


事 


1 
Hs 十 1) 


[i 


1 2_2, 2 .1, 1 ， 


一 82-> 


1 
积分 后 ， 了 一- ln(1 二 2 一 二 十 -十 C。 


ivy) 分 项 积分 法 : 
ds 
例 求 积分 I= my 
1 lx 
因为 eT (IT 


1 1 
Ty 《1 十 天 3 


wT) CTH 


积分 求 得 ， 了 一 一 二 一 -2 arctgx 一 5CTTTEJTTC 


x IT 
v) 换 元 法 : 
-| *7T2 _d 
例 求 狐 分 (ri 
积分 可 表示 为 下 式 ， 
Tl (dr txtD) 5 {dx 


J Gr2xt1ly 3 《3 六 十 2x 十 1 
和 


5 区 十 1 + 
一 十 3 arct 
i 4C3x? 十 2X 十 1) 4 2 


例 6 求 无 理 函 数 的 铝 分 有 下 儿科 方法 
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i ) 先 将 天 再 丽 数 的 分 子 或 分 组 有 理化 ; 再 求 积分 。 
例如 求 积分 7= ~ [~ 2x. 


先 将 被 积 函数 的 分 子 有 再 伦 * 
V2 +t3_ 2x+3 2% 1 3 
x XV IX +3 VIXi+3 XV DXiFS? 


和 A r=-|- 2xd x | Sdx 
l V 2 从 十 3 XV 2x2 十 3 


一 -一 - /ox 3 
D3/ 3 In|Y2° +3+V 3 tv 3 to, 


并 》 降 酉 法 ， 
例如 求 积分 一 全 二 二 元 
将 积分 表示 为 下 式 : 
=| ee 二 |- 
= 1 和 - a tO, 


(其 中 s=x**，v= 士 ) ， 


1 .i 
一 一 (1+=r) +o 


iii》 分 项 积分 法 : 
-—]84— 


二 求 积分 7 -J 


将 积分 表示 为 下 式 : 
x 十 1 一 -1 和 机 
了 一 Vd 局 。 


=- 二 [> 于 到 -alz+wv 和 于 本 ]+C 


例 求 积分 [=| /xTadx. 


用 分 部 积分 法 : 


(1 +F2x)xdx 
2 


{= Xx 


“ — dl. 
一 zw 下 大 十 -- | 二 一 | 二 dx。 


XE 十 芝 


dx 
i 
l/r 1 1 
一 可 x+ (2x+1) -in|*+ -+ 


十 x2 二 X| CC、 


#) 换 元 法 ， 这 个 方法 是 最 常用 的 方法 ， 针 积 函数 经 变 
换 后 ， 将 无 理 画 数 有 理化 再 积分 ， 


例 求 积分 1=| VY ad, 
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解 ” 设 1 二 1 二 A 和 ， 所 局 Y 一 (一 124 
dx=— 12F(P 1Ydf, 
点 了 一 12|H( 1) dt 


-TYR 3 YRC. 
5) 其 它 方法 ， 
例 求 积分 i= -| 拉 


-| ( 志 +-J 寺 工 -7 ATT 


2 TIT TD 
=21n]V EAI T+, 
例 7 三 角 前 数 猴 分 法 : I JReinw corse. 
i ) 万 能 变换 ， 设 x= tg 卫 ， 兽 能 将 函数 RSin x, cosx) 


化 为 有 理 函 数 ， 
ii) 一 般 变 重 蔡 换 。 


:， 例 “ 求 不 定 积分 [= | 这 dx 


一 | -dcosx= = 一 fc l—cos x) 


”一 一 一 一 os 
Cos’% coOst% de Y。 
设 #= cosx。 


i= 和 du I 1 < 


3 cos:x GDSX 


— eax , 
例 求 积分 7 一 J (0, 5 为 不 同时 为 0 的 常数 )、 
加 dt 3 
山 已 经 化 为 有 理 画 数 各 分。 
倒 8 焉 面 作法 是 否 正 确 ? 
{ | -起 | ecx 一 | e'sgnxdx 一 sen*| xerdx 
一 SEXYXE —e y+ 
上 述 作法 是 予 正 殉 的 ， 这 是 因为 sgax 不 是 常 通 数 ， 且 
sfx 站 % 二 0 点 回肠 ， 
正确 作法 为 ， 
|xerdx=xe" —e+CO, X00， 
|ixledx={ : 
|—xerdx= 一 se tertCs, x<0, 
Xex -ee 十， x 0 
设 F(x)= 了 1 
Xe 二 Te Cr % 人 LO, 
是 热 耳 匆 F 刻 (x) 储 x 二 0 连续 ， 
固 询 dim Fx) 一 人 1 一 了 
bm Fx) == 芒 zs 十 1s 
则 应 ， Oi 一 1 二 Cz 十 1，.,，， 人 一 人 2 十 2。 


一 187 一 


ET 一 可 二 人 Te 心 归 
Jlxtedx=F(0 = {. | l 加 
一 XE 十 寻 十 人 一 2 XO 
还 本 以 证 明 户 (x) 在 x 一 0 点 的 导数 为 0 。 
全 9 下 面 提 作 法 同样 是 错误 的 。 


[sgnxdr= -sgaxtx+ C0) = El tC. 


可 以 证 明 sgnx，x€[ 一 1,1] 不 存在 原 函 数 FFCx)， 
证 鞠 存 在 户 《*) 使 F {00 = sgn%, XEC—1: 1) ; 员 由 
微分 中 什 定 埋 ， 


FO) = lm FOOTEFO in pp {£1) = 
XO * El " 


了 = lim ,Sgns1= 1, 


Ea 


C 0 < x) 呈 


F’ (0) = lim | lm FW- 
- 党 修 
(< 0D) ， 
说 明 据 (x) 在 x 二 0 不 可 导 ， 与 F(X)} = sgnxX, XE C14 多 
层 ， 所 以 sgnax。xE[ 一 4 1 不 存在 原画 狐 。 
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由 吧 E 


移 作 蔓 定 积分 


$1 害 积 分 定 头 


通过 习作 课 的 练习 和 讲解 ， 机 求学 生 深 入 理解 定 积分 入 
1。 叙 述 冰 数 #g 一 上 ( 轨 在 0z，0 王 的 定 积 分 定义 ， 

定义 ” 设 阔 数 #== 了 (*) 定 义 在 Ca, 四 上 (< 耻 ,， 如 果 存 
在 常数 了 7， 对 于 任意 给 定 的 e>>0， 存在 9>0， 对 于 区 间 
Ia， 的 的 任意 分 法 A 及 任意 联 江 和 EAi 0 一 1，2，…，。， 份 ， 
只 要 4 (A)<5( 其 中 和 (A) 是 分 法 A 之 二 的 最 大 子 区 癌 长 ) ， 
就 有 | 2 7 (DAx 一 了 | <e， 则 称 函 数 y= Fo 在 co, 的 上 黎 


县 可 积 ， 记 作 f(x) ERre， 的 ， 了 称 为 上 在 ra， 的 上 的 定 各 
分 ， 记 作 ，7 一 |"7(9ads， 有 时 也 记 作 
人 Cx) dx= lim. ， y f(D AXie 


对 于 上 述 定义 ， 要 使 学 生理 解 以 下 几 点 ， 

(1 ) 定义 中 应 强调 对 于 区 间 [o， 站 的 分 法 A 与 各 点 二 
取 法 的 任意 性 ， 即 6 仅 与 有关 而 与 分 法 、 取 法 无 关 ， 也 就 
是 说 ， 对 于 给 定 的 e>0， 存 在 的 5(e) >0。 对 于 一 切 分 法 及 
任意 取 法 都 是 一 致 可 用 的 ， 
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《2 ) 黎民 和 的 极限 与 区 间 Ce， 后 的 分 法 及 各 点 总 
《EAN itI，2， 级 的 取 法 无 关 。 

(3) 定 久 中 4 (4A) 一 0( 即 在 分 法 A 之 下 的 最 大 于 区 间 
长 趋 于 零 ) 起 示 对 于 区 间 [a，653 航 无 限 负 分 的 过 程 ，4 (4) 
一 0 则 一 定 有 "一 oo， 但 仅 有 ->oo 不 能 保证 (4) 一 0，《 这 
是 为 什么 ? 请 举例 说 明 ) ， 因 此 ， 不 能 将 定 积分 写作 


Tin Df A 


C4 定义 中 定 积分 可 以 腹 作答 受 和 的 极限 ， 但 不 同 于 
过 去 讲 交 活 数 极 眼 ,这 是 四 为 对 于 相同 的 4(A) 丰 一 定 对 应 叭 . 
一 的 荣 曼 新， 次 央 获 曼 各 不 是 变量 《 () 的 画 数 ， 因此 严格 地 


讲 不 应 用 ,im ,DA 来 定义 积分 ， 而 应 该 用 e 一 6 请 ， 


汪 丈 站 义 定 闪 分 尽管 如 此 ， 函数 极限 的 茶 些 基本 性 质 对 于 
此 菠 “极限” 仍然 成立。 . 

2。 在 用 定 积分 定义 求 男 数 的 积分 时 ， 一 般 到 特殊 分 法 

取 法 ， 但 应 该 强调 这 粮 求 定 积分 的 方法 一 定 要 在 黎明 可 简 . 

的 前 问 下 才能 实生， 否则 会 得 到 错误 的 结果 ， 


. x 为 有 理 数 一 
例 1 男 区 fo={ Mae Eco, | 四 , (a< 特 
让， 过 ， ， 


2 


区 间 Ce，bJn 等 分 ， 全 个 个 区 间 长 为- 2 一 第 1 个 小 区 加 


A De- ,a+ 0 


取 2 EAX 二 汶 有 理 数 ， ji, 这 》 es 内， 吉 黎 曙 和 
-一 238 一 


RH 


-= -GO sb 


noo 时 ， 黎 昌 和 的 极限 为 6 一 0)， 如 果 将 区 间 Ca， 站 
n 等 分 后 ， 在 每 个 小 区 癌 Ai 中 路 所 EAE 为 无 理 数 ， 1 
2 -容易 求 得 当 n 一 oo 时 黎 曙 和 的 极限 为 bep—a). 

显 煞 a6 和 gq) 了 606-a)， 

坝子 在 CC， 的 不 可 积 。 

册 上 可见， 如 要 证 明定 积分 不 存在 ， 只 要 职 两 种 不 同 的 
分 法 或 歌 法 ， 有 得 黎 曙 称 的 极限 如 果 不 周 ， 那 么 就 可 以 肯定 
不 可 积 了 。 | 

我 们 娃 且 或 暂时 承认 以 下 儿 种 函数 可 积 。 

1 ) fA() 在 任何 有 限 区 间 连 续 ; | 

2 ) 了 (是 在 任何 有 有限 区 问 上 具有 有 限 猴 个 间断 点 的 有 
漠 测 数 ; 

3 ) (是 在 任何 有 限 区 间 上 的 单调 有 界 甫 数 ， 

例 2 设 ERre， 的 ， 证 明 


(1) | FOO dx = in = ae 1, 


(2) |. fd —lim EU 


+ 2 sR) tt2f(at™ G0) ) 


二 -ro 


证 《1) 证 明 从 略 、 
(2) 因为 1IE RC4, 的 ”所 以 可 取 特 殊 分 法 和 到、 
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当 ， 将 ca， bn 等 分 ， 分 点 为 : WX b, 
- 《t+ 而 罗 一 il1, 2 “os 再 在 FX; -1 xi 内 


Xi 


插入 它 的 中 点 5 一 个 务 +， 则 共有 2n 个 小 区 疗 ， 区 阿 长 


为 A= 2 一 4 Zi? 在 每 个 小 区 间 上 取 点 方法 如 下 ， 
在 [Xo， EF ] 职 大 端点 ， 契 [x*1， #1J 隘 洗 端 点 ， 
许 [X,-_1， x 站 到 左 喘 虚 ， 在 C54 Ni 取 可 端点 
此 类 推 ， en 


bp-— 五 ， 
jo By +2f 0) B+ taf ee nt 


HD 有 ro 21 et rr 


a 
+2f (a+ 
. . | 加 的 _ - 
例 5 计算 J (0<a<b). 
解法 1 ”由 于 y 二 十 在 [a， 训 上 连续 ， 故 可 积 ， 将 [ay 的 


| 分 点 为， & 一 A < 6， 取 
= XX -1 则 
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# ， 
| d= ig, 二 二 AXi, 化 ,< 二 区) 


: 1 
— lm 2, ~ (Xi) 
4B 二 KN 


1 
= E (Ll 一 襄 )= 右 一 上 
解法 2 取 分 法 4 一 {Ko} » 其 中 
Xi Ti, f=1,2, "1 ry E>1,, 取 丘 一 区 -1 1 一 ]， 过 和 
。 囊 


(人 A -ts (ari— ar'-!) 
= (ar~—0) 二 or 一 on) 十 


6 一 ar) 十 沾 

tr 
-rs 

-Ma a 6)- 


当 # 一 co 时 ， 有 im > f($) Ax 一 二 一 计 。 
上 面 三 个 例题 是 在 肯定 洱 数 让 所 给 区 癌 可 各 后 ， 再 取 竺 
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a a - 


殊 分 法 和 取 法 求 获 曼 和 物 极 限 ， 这 有 一 定 的 技巧 狂 。 
例 4 “用 定 积分 定 习 证 ' 明 本 发 #020 二 “在 50,1] 上 可 


积 ， 并 求 | ”xdx. 
证 六 [0,19 上 任 作 一 .分 法 A 一 {0=X0 HL NO— 
二 1}， 任 取 各 AN， (f=1; 2 :1 间 在 A% 上 取 中 避 


_ 。 Ci 二 区 el i 
| 一 < 


是 半生 A az ‘DD 


或 Dx, A SAN 2 六 二 AX (22 


. i151 


一 i 二 i on 
但 是 ”名人 An 一 并 全 (的 全 的- 


人 
上 二 工 号 


Ye>0， 取 6(e) 一 28， 只 要 44A) <Gfe)， 对 任意 分 法 和 
任意 取 法 5。 都 有 


: : AX— 和 IAs: 六 ACAY 之 十 .25 = 


4 1 


lim (E> 太 N te) 


已 经 知道 lim DA 


ia) 0 1 22" 


站 Hn a XW; 二 -一 


4 A 一 由 | > . 


(D) 式 左 、 右 两 边 都 趋 于 六 ， 


1 1 
| Lm 2 E; AXi= 3 
在 (23) 式 情形 可 同样 证 明 、 
， 1 
| xqx 一 忆 。 


* 例 5 眉 基 本 分 法 序列 定义 定 积分 ， 证 明 此 定义 与 本 闻 
定 积分 的 定义 等 价 ， 

证 ” 先 定义 “基本 分 法 序列 ” 

[a, 打 的 分 法 {6 二 x8 x < <x 二 站 记 作 Anv。 


这 星 有 两 点 要 说 明 : 他 取 定 上 后 ， 分 点 就 确定 了 。 即 每 
识 所 取 分 点 *#" 均 为 的 函数 ， 国 取 定 # 后 , 分 点 不 一 定 
是 #11 个 ， 即 不 一 定 将 Lao 分 海 4 个 小 区 间 。 


相应 地 记 小 区 间 为 A” 一 [x'，x4” |， 长 为 


i—t? 


ne 


Ax x x i=1,2,.. 1, 
a l : 
入 (Aw) 一 max {Axt”}， 这 种 As 所 成 的 序列 {Ar} 称 为 区 


间 5a, 的 分 法 序列 ， 

车 分 法 序列 具有 性 质 ， .一 0 (2->co) ， 则 称 为 “ 基 本 
分 法 序列 ”， 

定 积 分 的 另 一 定义 ， 定 义 2， 设 站 定义 在 [4, 的 上 , 若 
对 于 任意 一 个 基本 分 法 序列 {A}, 无论 6”€ A，， 
一 To 其 何 选 取 ， 居 有 


lim 当 f(E ”) Ax ”= 了 存在 ， 则 称 了 为 了 在 [4, 的 


i=l 


上 的 定 积分 ， 记 作 1=| fdx 
即 Ye 记 0; 4 NW) 计 0， 对 一 切 分 法 A 与 取 法 E19， 
上 只 要 AN， 就 有 
yf EE Ax -1|<e 


则 称 了 为 Fo 在 上门 上 的 定 积分 。 

下 面 证 明定 久 2 与 定义 工 等 价 。 

《<i> 十 义 1 写 定义 2，。 

由 定义 1 ，Ye>0 36(0>0， 圣 于 任意 分 法 A& 和 任 韦 
取 法 5， 只 要 40A)<6， 部 有 


| 二 ro ax 一 十 <e. 
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尾 取 一 个 基本 分 法 序 列 {A， 因 为 im 4 一 0。 
看 Ye 0 人) 人 0 只 要 ?> 站 有 4<2 ,到 
87 =-Sfe) ， 则 有 4.<<6(e) 。 

有 既然 对 任意 分 法 A 与 任意 取 法 #, 内 要 4(A) <6(s) ,都 有 


| FE) Aw—1| < 
在。 4.<0(E) 轩 ， 在 分 法 A, 与 取 法 上 2 之 下 ， 


| 1 GD 


好 定 关 2 成立 。 

《<i 沙 征 人 和 2 地 定 人 1。 

由 定义 2 ,对 于 Ye2>0，] (er0 对 了 于 任意 分 法 A, 与 
三 意 取 法 三 后  ， 只 要 92> 有 ， 都 有 


Te 


ype "2 Ax -了 < 


EE=1 


用 反 证 法 ， 按 定义 1， 设 En FEDAwisxT。 即 
吕 eao>> 1，Y tm>0， 在 在 分 法 A 与 取 法 <， 尽 管 4<6o 而 还 有 
re AXi— I| >e,. 


取 5,= 汪 ， 对 于 每 一 个 有 一 个 分 法 A 与 取 法 Sm ,使 


站 14. 一 6.= 一 时， 有 
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得 全 es 


Ds 1 (8 ) —!|>>s,. 


ti 


1,< 工 ， 当 mco 时 。 即 {A,} 是 基本 分 法 序列 , 也 就 是 
存在 荡 本 分 法 序列 {A.) 与 取 法 £m ,上 县 存 在 m>>0， 使 当 
1,< 了 时 有 


和 


je -1|>e. 


与 已 知 承 盾 . 
lim ED Axi=I, 


站 《生计 

为 了 更 深刻 理解 定 积分 定义 ， 再 学 下 面 例题 。 

* 例 8 定义: 设 4A= {G=on<yh<ce<2 一 叶 是 [ae 站 
的 一 个 分 法 ， 设 Ax: 一 [%-UX 了 一 12 9 本数 骨 定 兴 在 
[8,6] 上 ， 吉 果 存 在 [4, 01 的 一 个 分 法 A 及 有 限 个 和 
Ci LE 一 1s2 8, 使 得 (xX) 二 Ci;，XE AX i=1,2,""' 
则 次 9 是 [所 上 上 交 阶 袖 丙 于 ( 洒 冤 初等 入 间 数 》, 并 间 
[oo 上 所 有 阶梯 函数 的 集合 记 为 CoL5, 刀 ， 

设 fFER ra,p] ， 

求证 ，《 工 ) 存在 一 个 定义 在 [4, 站 二 的 阶梯 函数 列 
{9,(2}， 使 得 
Ji Pp, Cdr={ flix dx, 


(2) 存在 一 个 定义 在 [6,89] 土 的 连续 攻 数 列 {fx} 
使 得 


lm [pcw a fod ds. 


证 《11 要 证 明达 在 { 弛 ,C0 }， P(X) ECo [ao 。 
YemD，] N 汪 0 HN 时 ,用 


] | ps Cdx—) 天 (区 dz| < 
先 作 函数 列 {9。 人 2 }。 
作 Ce, 站 《世相 以 等 分 》 。 
1 =-{e=z ”< x ya 二 1 = ], 2 


和 -> 有 人 mso 记 Ax i Ez x |. 


一 卫生 


ny 


mo inf {FO Me Sap, {fO}, i=1, 2 sm 


fe 区 疆 TE oo ， 1=1s 2 
作 got 一 ， 


旱 


则 有 YX ECo fao] 。 
(A, ) = 到 证 AXi -| q(x) dX. 


pr 


贡 . 和 
记 (As £m) An, =) dx 


i=1 


让 于 交大 及 Ca, > en, J TD mn 宇和 
S (A)— S$ (A) < 


(其 中 SGD= 5 Mi Ax 0) 


i 
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且 有 cfA，， §%) 11 < 


| [ewas— [pc0dx| =1 sa -1 
<|S A)—ol+loIlelS (A) 一 S (ADJ ID 
+ io 一 中 <e。 
即 tm | 9 Codx=| fdx. 
2) 和 作 Ca, 六] 的 一 个 基本 区 间 分 法 序列 
A,—{o=x." < -6}， Ax! "= |, xz |] 
3 = 1 2 有 A 一 f， 记 点 


万 | 5 (ee (> ， zy 


gs 


OQ; "= tr f(x" )=(4 ). 


作 直 线 已 ， (ny DD: tn 的 方程 汶 


区 一- 3 {中} tm’y 
gx) = ty (XX 1 + :- 17 光 EAA Cs, 


fo ls2, “ 于 是 折线 方程 为 
I ‘1) (CX) ， 二 所 成 XL (> 
| 
9. CX) 一 | 
Gu" CX), XE Axim 


一 人 0 一 


显然 9 (DEC [6, 站 上 且 有 才 9 0) 寺 M， 
7 人 Ax "于 是 
SS (A) ETID iV Am Sh), 


= 1 


EJECTrobo EC Rg. 
SCA,) <| g (xydxe SCA). 


显然 有 SCAD<| /DOdx< 5 CA) 


BE 小 一 一 全 一 
|| fopdz 一 | codz|< 5 (A) Sa) 


由 可 积 准 则 有 即 得 证 、 

本 节 共 有 六 个 例题 ,有些 题 难度 较 大 ， 不 能 去 求学 生 独 
立 完 成 ， 也 不 能 在 习作 巢 中 全 部 采用 。 人 得 这 些 例题 也 是 本 节 
的 基本 和 内容， 学 完 本 节 后 ， 有 能 力 的 学 生 不 妨 试 着 去 人 必 ， 例 
如 例 5 昌 凯 一 些 新 的 内 容 ， 曾 在 此 可 以 钝 学 生 开阔 眼界 ， 不 
管 涯 样 ， 本 节 开 始 对 于 定 积分 定义 提出 的 几 点 应 深入 理解 ， 
才 是 最 其 本 要 求 ，。 z 


$2 乍 积分 的 性 质 


定 积 分 的 基本 性 质 要 求学 生 自己 能 够 证 明 ， 但 应 注意 在 
证 盟 中 一 般 函 数 极 限 的 性 质 不 能 照搬 ， 例 如 * 若 JE Rre. 的 ， 
则 /在 Co, 的 上 的 积分 值 是 唯一 的 ”， 这 一 性 质 的 证 明 喜 
不 能 简单 地 用 “ 画 妆 极限 的 叭 一 性 ”定理 直接 蕉 出 来 。 昌 然 
如 此， 它们 的 证 明 精 神 还 是 一 致 的 。 

例 1 证 表 : 车 FERCa,p3， 则 了 在 [4a,59 上 的 积分 值 
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/ER ce bp] ， 假设 在 ra 下 上 有 一 个 积分 信 T1,， 
各， 3 so， 对 于 任意 分 法 A' 任意 取 这 二 ， 
当 CA 之 (te) 时 有 | 二 FE ) AX 一 天 [< z 
如 有 归 f 在 [ab 上 的 积分 又 有 一 个 值 五 ， 那 么 对 邮 一 
个 es>0， 了 矶 (0， 对 于 性 合 分 法 4A"， 任 意 取 法 台 ， 当 - 
AsCAY) < Ce) 时 有 | > FE DAX2 一 如 


现在 取 和 一 中 和 10,, ds}， A 一 内” 一 在， #' 一 晤 一 上 
当 4A) 一 4 CA 一 和 (AD<G 时 ， 寿 


<s。 


一 Ps| fA | +| 2 有 太后 一 


一 了 :| < 28。 由 8 的 任意 性 可 知 了 一 7;， 


在 [ra 的 上 钨 积分 值 是 唯一 前 。 - 
例 2 证 明 ; 车 fER ra 的 ， 则 Fx) 在 [ae 的 上 有 

办. 
证 图 反 证 法 ， 假设 ft*) 古 [oo 无 时， 则 对 任意 分 
法 A， 至 少 存 在 一 个 了 区 问 和 一 [Xe is Xt 全 (x) 在 As 上 
无 界 . - 
FERIe, 门 ， 则 对 于 Yes>n0， 了 Ge)>0， 对 于 任 章 
分 法 A， 尾 意 取 法 E 只 要 40A)<ae)， 有 


2 faAx 一 : | <s2. 


一 加 2 一 


mr 一 一 一 


对 于 取 定 的 分 法 A， 设 了 在 At 上 无 界 ,。 即 
YE>0，3-x EA 使 | Fe 7)| 产 五 C1) 
我 们 选 两 种 取 法 上， 使 

志 一 二 人头 并) 则 


有 | > f(D Ax—I | < 也 
| 三 1(& 4m 一 1 | < 入 
则 有 | 二 f 8) A 于 (8) au | 
<| 汪 ED AXi—I | +| 二 AE Ax 一 用 < 地 + 人 =e。 
但 是 | FE AX;— 2 ya | 


-| FE Axi—f (Ei YA | 


= f ED 一 了 (| 1Axd 


鼓 | 了 (ED 一 了 |1Axi | 过。 


由 此 又 有 | /GD <-e -二 | 76.)| 


至 
点 3 


”如 固定 了 ， 那 么 - 志 - 十 1 全 1 一 常数 , 比如 说 它 是 


< 


五 。 上 上 边 不 等 式 就 是 | FED | < 五 ， 这 里 的 点 如 果 等 于 se 的 
话 , 使 和 (C1) 矛 慎 了 。 所 以 上 站 鸭 在 [a, 的 有 界 ， 
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站 


上 题 也 可 以 证 蝴 其 道 冰 前 题 ; 着 了 C3) 在 [站 无界 ， 
则 六 2 在 [ay 的] 不 可 积 . 
忱 3 证明 : 注 闻 有 [8,8] ， 则 改变 上 在 [7 门 上 有 
限 个 点 处 的 值 不 履 变 / 让 [ap 于 的 可 积 性 与 各 分 昔 。 
证 凡 洛 虞 改变 f 在 C0, 0] 上 上 一 点 处 的 伪 的 情形 ， 
设 ee [06] 。 
丁 取 闭关 f(y)， 作 
1 50， 区 
F(x) =" x*€ C9, 
\ MM, X= 
”FOOD ER [et ，…， 7 在 [os 的 有 界 。 
责 F(t) 仪 在 x=c 点 与 上 值 不 同 ， 所 区 中 在 ko 的 也 
有 办 ,不妨 设 |fCx) | 二 反 ，| 王 (| 生 攻 ，2wE [CG 的 ，( 玫 为 
常数 ) 
说 :=| fxyax. 
即 Yel>0,] 6(e1)>>0, 对 于 任意 分 法 A, 任意 取 法 5， 
当 4) <6(ey) 时 有 | 二 FSDAx% 一 工 | <et。 


现在 在 C6; 多 柱 作 一 分 法 A 一 1 二 22< < 一 站 
尾 取 专 生 CX Xi , 记 A(A) = max {Ax}, 


下 面 分 两 种 情形 讨论 : 


(这 当 =E 二 于 ， 部 c 为 -| 
一 分 点 ， 记 5 一心 ee 


多 FE) Axi—I 
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=| > F (ED A — 5 /DAx+ 5 pepam1| 


< <| pe) Aw— 3 C8) awl 


i=~1 


+| 二 Dj Ax 一 如 | 
一 ] FDO— ED) | Axt [FBirD) — ED | 站 2 
| 97 ，。 
十 | DW am < 
KA+| 2 /ED Axi—I | < 二 er, 
Ve, 取 si 要 使 


< 。 


| FEDAx, 一 如 


只 要 4 用 2 本 <<e。 


上 


, 
即 A 取 纪 三 ) = 二 再 取 
je) —min( a， 5) ), 当 ACh) <6(e) 时 有 
| 2 到 全 Ax 一 1 <e, 


四 中 
办 人 Feoax=r=| fF CX}dx, 
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《ii 当 cEA， 即 c 椒 是 分 点 时 
设 cE Cx-1。 %i 名 [ 


| F (ED AXO— 1 <| > CP ISD— FE) } A | 
+| 到 f(&) Ax 一 天 


_ _ - 9 1 
S| F(E)—FE) lA 二 | 和 FoDAx 一 中 
2 了 4 十 El， 

Ye 0， 对 于 s1 一 也 >>0， 要 使 2K4+s<z， 即 


2Ki+ 了 <e， 只 要 4< 了 J 了 RE， 取 6(e1) 一 这 ， 再 取 


3(e) =min( 5 二，d(e) ) ， 则 YA<6(e), 对 于 任意 分 法 
和 取 法 有 
| 于 Freepas-r| <s 


Feoax= 上 Fx) bx, 


例 4 设 #4 一 P(x)，(x 宇 0) 是 产 格 单 丰 首 加 的 连续 范 
数 ，950) 一 8B，YX 一 #( 的 是 它 的 反 画 数 ， 证 明 ， 
人 pedet | eady>ab, Co=0， 5b 宇 人 

证 因为 # 一 %(z 严 格 单调 增加 上 卫 连 续 ， 所 以 存在 严格 


单调 增加 且 连 续 的 反 函数 X=Py), ocx), $y) 均 在 X20 
yg 汪 0 上 可 积 . 
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( 拉 若 (9 一 6, 


皇 取 一 个 分 法 A= 划 0 二 入 之 守之 二 之 二 站 . 
取 6;: = Kis 1 二 1,2 "1'y 了 
刚 | rcoax yi)= 由 -一 一 一 一 一 一 


lim 于 vonx 


是 夺目 证 


,iim oe )Ax (1) ° 


23 
设 p(x) 一 六， 则 对 应 于 [oo 的 分 法 A,， 相应 有 
[0,603 的 分 法 A’ 二 {0 二 妇 达 站 之 <1,. 一 0 一 (00) }》， 因为 


| : 
4A) 一 0， 风 2CA 0， 取 5 一 #1， 则 | sepax= 


一 Im oP CH) AV: (C2) 


站 本 3 一 
TEX = a ee 
C1) 式 | 
2 gl) A — by (PY) BD)) 


= + YEW BH 十 

二 PE Oo OO 
= 1 

=- 一 一 Cha) POY TH CF 


二 2 BN, 1 《一 车 下 +b:a = 2 y-) Agi 二 + ba, 
Fl i | 


面 等 式 匹 边 了 到 极限 得 
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曙 中 ， 
| PX dx = — [ew dy +ab, 


凤 人 weodx+| ye dy=ab, 四 

[1 若 bg | 

由 p00) 二 0， ao 单调 1 a 
增加 ， 则 有 0<B<zkal， 由 Po 一 一 一 一 一 一 
连续 函数 介 值 定理 ， 导 0<a 
.Gy 使 pta) = 上 6， 刚 


| PX) dx=| gn drt 


+| FX HS 


由 G) | peddxt [vay=ob 
又 因 为 8 二 Pt 单调 增加 ， 所 雇 在 fas 中 上 p00 守 g (Ca) 
上 二， du | glad dxr=p(aD (a—0) 一 GD 一 GD。 


站 上 vondzt| vady=abt+ | PX A 
+taod— 06=a6. 

(iii) 车 0p(00 一 了 

存在 8. 一 Pp (DD) 二 b5， 则 


站 yw dz 十 | $n dy 


= 二 ve dr | yd b= 


+ ydy 


一 2 人 一 


一 ap +{, pay ab, + PO dy =08 $6) CO—b) 一 
一 0 上 08 
日 由 
& 由 GD) Gi) GD 得 知 | p(ndxT| pe)dy>e.6. 


例 4 是 证 明 题 中 比较 复杂 能 题目 ， 其 中 第 (CD 部 分 证 明 时 
还 是 有 些 技 巧 ， 昌 可 留 作 避 题 ， 学 生 未 必 都 能 作 得 完整 ， 因 
此 可 在 习作 课 中 作 些 提示 后 ， 让 学 生 完 整 的 作出 ， 同 时 还 可 
让 学 竺 证 明定 积分 其 它 性 质 ， 

例如 ， 人 (全 设 (在 5a,8) 和 [5,c) 上 可 积 ， 则 上 在 
[ac 上 可 积 ， 生 . 


| fwdx=| fCO dx+ | f edd 
如 印 k 


Qi 设 (x)， gE Ria bl, eb fC) 二 
EE CE， 则 


| FoDaxs | gx)ds 
(iiiy 设 Fz 和 有 CeD， 则 1 ERre 的， 且 有 
| freed <| fe te 


下 面 利 用 定 积分 的 性 质 ， 证 明 一 些 命 赴 ， 红 提高 学 生 解 
是 能力， 

例 5 人 让 2X)，9(?) 在 [0, 门 连 红 ,证 有 明 Schwarz 不 签 
式 。 


[feemal<( femey 
-( | ge0ax)s, 《站 < 下) 


-一 2 一 


证 .对 于 任意 #， 有 《GD 二 9(%))* 字 0， 


- 二 . 
| ee to) dv CF) + (x) 十 


+ atftr HY Idx 0 


即 [| pondxl]e+2f | [reoseoslef 00 ds0. 


令 4= Pdx, B= | f(x) gC) dx C= fr eds, 


圳 | Al: 2 P14 C0, 对 一 切 1 均 成 立 ， 


” 则 必 有 判 曙 式 ”B: 一 AC <<0. 


即 
了 


多 目 + 
[i fw gn dz | <| foodx.| gC dx, 


if fe glyds| <| [Fewdxd. [fewasl. 


上 述 不 等 式 成 立 的 条 性 还 可 沁 放 宽 ， 只 要 求 f(x)，9(x) 


在 [0,5] 可 积 ， 因 为 证 明 中 只 用 到 可 积 及 儿 个 基本 性 质 。 


例 6 车 F2T，89(0 在 fa,D] 上 连续 ， 应 用 Schwarz 不 


等 式 证 明 :- 


C1) 柯 羡 不 等 式 ， 
| | go to yd <( | Peoax 六 + 
+( | seddey. 
《2 》 HW>0, xETGDI, 则 
B 由 Ox 
di = ha)? 
| Fo “| Fs ho), 
(3) 证明; 若 产 (o 在 [ga 的 上 如 续 ，re) =0， 出 
Ms 一 四 | Yodx, 其 中 M= eSuPp,, [Fix) |。 


一 2 人 一 


证 明 从 上 略 。 - 
例 7 利用 定 积分 定义 求 数列 的 极限 ， 


lm Af Tl ) 
“1) 求 jm (sin in 十 十 Sin nT 


解 上 式 = 一 mm (3( si x ) ) 


-元 | siaxdx 一 侍 。 
C21 求 lim (Tt + He) 
nm 
= 
+((#) -1 


-sm 4 [D(a 


$3 积分 中 值 定理 及 其 应 用 


积分 中 值 定理 无 论 在 理论 上 或 在 应 用 上 在 积分 学 中 都 有 
重要 意义 ， 因 此 要 求学 生 深入 掌握 其 条 件 。 结 论 及 其 证 法 ， 
并 能 应 用 它 解 沁 有 关 问 题 。 

积分 第 一 中 值 定 理 ， 设 Fo ，g(*) 在 C9, 门 上 可 积 ， 且 


一 [11 一 


mr 


上 不 变 号 ， 则 大 在 
ECMmMI, 使 | 


{fe0 gw dr=p| go)dx, 


车 条 人 御 加 强 闵 1( 允 在 [9,98] 上 连 绿 ，9(《X?) 挛 [gg 上 可 
积 ， 则 在 Go 在 [oa, 的 上 不 变 号 的 条 件 下 ， 存 在 &€ [Ca, 门 


使 | e990 d= | ecm dx. 


若 g(%) 三 1， 虽 上述 定理 改 为 : 若 f(X) 在 [a, 世 上 过 
续 ， 由 存在 EE Cr, 0 三江 . 


| fwdx=f(8) (6—0). 


上 述 定 理 中 “890 在 [6,56 上 不 变 导 ”这 一 条 是 重要 
的 ， 在 说 用 时 学 生 往往 殷 格 检验 这 一 条 ， 可 在 习作 课 上 举 出 
反例 。 

积分 第 二 中 值 定理 ， 设 了) 在 fe, 的 上 可 积 ， 而 9(X》 
在 [9,6] 上 上 单调， 那 未 在 【的 上 存在， 使 

1 repogcodz=gto)| fcodz+oG)| Ace)dx (1) 
特别 ， 如 暴 g(x) 单 调 上 升 且 9Ca) 宕 0， 那 未 有 55， 使 

| Pestoae= st fyd (2) 


公式 《2 ) 是 经 常用 到 的 。 
1 知 
例 1 证 明 im | jx 0、 
证 设 fx) 二 一 g(x) 一 x" 
1T%, " 
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上 电热 KJ，D020 人 [0 了 开 和 过 红 ，9802) 在 《0 1) 可 微 
及 在 [9,1] 上 不 夏 号 ， 由 积分 中 值 定理 ， 


_fxwdx 1 fi ts 1 

I) TT) TT ti 0 Se. 
[2 

. 1 1 

hm ln mE I 0: 


例 2 站 计 积 分 | snxsdx， (0<a<b) 。 
志 | sin wd x 一 | 去 xsnxeax。 
设 大 2 一 xsiax2， g(z) 一 工 ， F(x), 9 (x) 在 [Lao,6) 


可 积 ， 且 0 (xz 一 一 点 <0 。 
站 5 
| sinxdx ~ g(a)| fradxt+ob)| fr) dx 
十 二 Ek 


= 9(0) [ 却 san :|| + 906) [ 坟 s | 


= Csin£2-— sind?y + (sinbr— sing’) 


帮 . |f sn wdx|< + 
让 
a sin wd te, lle1, 
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站 


例 3 证 明 
lim da 一 0， 《p> 0 为 常数 )。 


量 一 re 
苦 


: 证 g(x) = 二 > Og (2) = 一 二 <<0 ”EE 【ff 3 十 力 ] 
册 第 二 积分 中 丰 定 理 ， 有 


机 中 | 二 
{ | sinxdx, HHH 二 + 四 


= 去 (cosn— cosd) » 


本 
看 


,站 例 4 ” 设 9() 在 [ae 区 可 积 , f (在 [0, 如 上 过 
续 , 在 [ae 的 上 任 作 一 分 法 A， 
A= {8= HX N=), | 


记 4 (A) = max {1m—%1l). 


"thsinx 2 im | 车 
所 | gx| < 去 ， 所 以 二 dx =— 


, ,证明 。 fg900er= ,9., 守 oof 1 dx, 
: - | 


EE [LRi1s Xi 
证 f(x) ER [4,6b) , 9(*) ER ro 的 ， 


5 . 
| f e090 dx di CE F (ED hn 
受 SE [Xi-1y20 。 。 
考察 2 FE) 9 (Ei AX:— 2 了 人 ] fx dx 
站 jl . 


21d 


-refyreas- 六 yodd 


< 并 | 5 | f 8) sx 人 fcods| 
fa - i_1 


gf 让 [9, 的 可 强 ， 所 以 gf 在 03,8 有 是 。 
设 19 的 | 所 下 CMH 为 下 常数) ， 则 


因为 f(D 在 . 


n | A 
上 式 <MD | 7 As 一 | fd 
i=1 Ni} 


Ca, 站 连 绪 ， 冉 积分 中 值 定理 


r 


3 


fdx= {ON MAX ME [CXLs% - 
-1 
划 上 趟 三 M2 | 了) Axi 一 了 (0) Axi| 


=M YD — fn | A%,, 
了 00] 连 钱 ， 所 项 六 妇 丰 [ae, 的 一致 还 续 。 


的 8(e 0， 只 要 (A) <9， 就 有 | 一 从 | 之 6(2)， 使 


FD fm | < pi Ci=1,2) 
蕊 ”只 要 4(A) <6， 就 有 


n 县 区 ; 
| 3 908 了 (DA 一 了 5 Joaz| 
=l fi=i Hi 


一 215 一 


NM . (b—0) m0, 


碌 | reosgcoax=， Hm., sp da 


| SE 【和 -192] 。 

洗 例 中 信条 件 “FG9 在 C2,8] 上 连续 ”, 车 政 为 ip 
在 [6, 上 上 可 积 ” 其 余 条 件 不 变 ， 则 结论 仍 成 六 ,可 让 学 
年 自 己 练习 证 明 。 


[ 84 定 积 分 计算 的 牛顿 一 芋 布 尼 兹 公式 


咎 晤 一 莱 布 尼 效 公式 是 定 积分 计算 的 基础 ， 此 公式 建立 
了 被 分 与 积分 之 间 的 联系 ， 使 我 们 能 用 函数 的 原画 数 来 计算 
定 积分 。 : 

(1) 给 定 函 数 y=f(),， 了 让 [0, 盖 的 任 一 子 区 间 上 


可 积 ， 则 称 四 (一 上 f(D di 为 积分 上 限 的 函数 . 


C2) 省 fER ke ， 风 西 () 在 [ao 的 上 连 转 . 

《3) 车 f 在 [4, 门 上 连续 ， 加 区 (*) 定 [ao 可 微 ， 
ED’ m=) xE [op] ， 

《4) 车) 在 [ao 连续 ，FF(%) 在 [9 门 连续 ， 


目 C0 = /60) ,xcEra 的 ， 网 | fw dx~= Ft) 一 F (a). 


称 为 牛顿 一 某 布 尼 兹 公式 。 
要 求 读 考 对 此 公式 有 比较 各 御前 理解 ， 特别 要 注意 公式 
的 条 性， 否则 会 得 出 错误 的 结 采 


例 1 求 下 列 每 个 函数 的 导数 
一 16 一 


Ew 


Cl OW = | sinsidt, 


稻 70) = sln wD) 32 
人 1 


2) 十 (0 一 1 sani 


dt, 


1 


Te ee 四 四 


解 DD’ (x) = 


B 1 . 
C3 PW-| Pd 


1 
1 十 %2 十 Sn22。 


(4) DX) = sin [| (CF sinatdf ) dy | 
解 @’ (Xx) 一 cos [| [0 ， (站 sd 


《35 人 为 p(w i 二 -dt 的 反 画 数 ， 求 用 男 ” 
案 东 的 (D1(x)) 


解 Fre {XY 一 呈 - 


tp  T 1 
AT 一 [生殖 


= CD (x) 了。 
例 2 若 @(x)=| xf (Ddt， 求 8 (x)， 
种 @ 0 =x) 00 df。 于 是 
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D’ (x) =2f (x) +| fd 
例 3 证 明 。 洲 了 连 纪 ， 风 
| F009 -wm =| (上 1 dt)au, 
若 9 的 =| 天 的 Cx—) dy 
=[ fdu—| uf Gdn. 


0 [70 + ta] of fwdu， 所 
而 存在 某 个 数 C， 使 得 . 

| ze (x dy= f (fs wa) du-+C， 对 于 所 及 
显然 和 =0， 因 为 当 < 一 0 时 ， 另 外 两 项 都 等 于 零 。 
~ 利用 牛顿 一 葬 布 尼 兹 公式 求 定 积分 是 有 一 定 限制 的 如 
有 的 要 其 原 轴 数 不 能 用 有 限 个 科 等 函数 表示 ， 例如 ee-=: 

， 还 高 的 函数 在 [ko, 门 上 不 存在 蛛 范 数 ， 但 却 是 可 

各 的、 . | 
例如 ， 2) 一 | 


0 OxEl1, 
1;, 1<XE2。 | 


上 面 称 画 数 只 在 x 一 1 点 闻 断 ， 其 它 各 点 均 连续 ， 所 以 
(6 在 0, 2] 上 可 积 ， 但 (x) 在 00, 2] 不 存在 原画 数 
(因为 导 函 数 的 闻 断 点 必 为 第 二 类 间 肠 点 ， 面 上 面 的 间断 点 
是 第 一 类 间断 点 ) 。 

在 应 用 牛 司 一 莱 布 尼 效 公式 计算 定 积分 时 ,一 定 要 注意 
公式 的 条 件 ， 否 刚 计 算 会 发 生 错误 ， 下 面 例题 将 说 明 这 方面 


一 上 有 一 


的 问题 . 
例 4 以 下 计算 是 否 正 确 ? 


2 z 
‘| 号 一 一 2。 


(2) [a os 


ux 1. tg* 
和 | 一 一 arc te——= F(X) 
2 V3 V3 


”=F FO =0., 


答 。 1》 的 计算 是 错误 的 ， 因 为 克 在 [一 1, 17 上 无 
界 ， 所 以 不 能 用 牛顿 一 莱 布 尼 北 公式. 
《2》 的 计算 也 是 错误 的 ,因为 (2) 不 是 


在 【fs 上 的 原 函 数 。 


* ox 1 tg x|* 
积分 | 一 一 arc tg | 
3 V3 


于 x 一 时 产生 广义 性 ， 为 了 避免 出 现 广义 积分 ， 可 按 下 法 


1 对 性 
g 之 十 2 一 2 | CS 于 =- 2 2 COSH 


[i du d 
一 六 十 cest 二 
对 后 一 积分 作 民 换 ，4# 二 x 一 +， 刚 
—219— 


| 二 有 
2 十 cost 2 十 cogfr 一 上 | 2 一 ceosl . 
由 此 ， 

『 dx - dx PP dx 
]， 了 2 十 cos2X Je 2cosx oo 2— cosx 


-bere ‘(Fe ) tare tg(YV 3tg*)| | 


1 — 
= 一 -(ar 蕊 -一 一 十 arc tEgsA 5 ) 
A 3 A 3 


$5 和 定 积 分 的 计算 


定 积分 的 计算 如 果 用 和 牛顿 一 莱 布 尼 藻 公式 ， 必 须 党 求 原 
国 数 ， 而 且 在 应 用 公式 时 还 陛 注 堂 条件， 其 它 还 有 拨 苞 法 和 
留 部 积分 法 ， 下 面具 举 几 个 例题 民明 在 计算 定 积分 时 应 注意 
的 问题 


例 1 计算 f(x) -| tt— x| dt. 7 


当 x 之 0 有 时 ，f (x) -| 1 一 为 者 =- 本 一 三 ， 
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3 1 
ys occ F000={ teddt | 4-0 


1 lx 
3 313* 
一 王 ， XO 
1 A 
应 了 (一 本 一 可 十 可， 0 所 XX 守 1 


例 2 计算 | 1laxlax。 


解 1 laxliz= 人 一 laxdx+ 上 lnxdx =2 (1 一 )- 
例 5 营 f(x) 在 50,1> 上 连续 证 明 ， 
| xf Csinx) dx= 工 | flsinx) dx. 
证 设 x=7 一 1,， 则 flsinx) 二 J(sin (x 一 四) = 了 (sinf)， 
dx 二 一 噶 ， 则 人 srcinoax= | rdsinD) (— df) 


-| (zd) flsinty dt= | nf Gsint) di—| if tsini) dt 
| v 站 
-| nf Gsiniydi— | xf (sinx)dx, 

人 xf Csinwx) dz=| fsinx) dx, 

J 2 
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证 4 下 计算 名 站 何 姓 ? 


1 Gx 
) ,i 
1 
设 x 一 地， 表 


f ox -=f —di 人 dx 
-11 十 这 ,I+ jl 


1 dax | 
2 | 二 =. 恒基 


t dx : 1 加 
二 

在 必定 积分 的 搁 元 法 则 时 ， 应 注意 设 x 一 由 这 时， ?人 7 具 
须 在 [9,8 上 连续 且 站 (Co 一 0， 9 (DB) =b, 此 例 “一 于 在 
t= 0 不 连 线 ， 

1 da 
例 5 计算 [一 | 于 
解 设 X= 六，d* 一 21dt， 当 x 二 1 时 ,1 二 +1。 
x 二 4 时，f 二 土 2。 


可 以 用 及 下 两 种 作法 ， 
2 tat » 2tdt 
-| a3—ln2). 
-2 ?20 一 3 oidt 


例 8 计算 1=| Vidx, 


2 


艇 设 一 sinfi，qdX 一 costai 


取 了 = f『 Leosil eostdt— cosat= 子 . 
2 -到 


by 


— costdit— 
马帮 
FE 


| cosi| costdi = | 


也 
2" 


一 tu | 
本 


或 [=|， 


EN 


例 7 计算 | dx. 


解 ” 求 被 积 函 数 的 原画 数 是 困难 的 ， 伍 如 果 作 适当 的 换 
元 ， 则 可 简单 起算 出 积分 ， 


T= [sd = Si -| TainXe dx= 了 


1 cos 1 二 coa?% | 十 Cos3% 


对 于 7a。， 设 和 一 下 一 入 则 有 


.=f Crt) sin (x) (四 -上 《一 芍 sinf 7 
至 La 
皇 


二 十 cos tx) . 1 十 sos 计 。 
inf 3 Xnx 
和 。 1 二 costt , 1 十 oom, 
nt 和 
| 了 一 ， 1] 二 cos d= — watctg (cost) | 一 于。 


出 8 已 知 F 的 在 (一 co, 十 ce) 上 连续 ， 
天 (x) = 二 |.， f(x+ 台 6>0 为 常数， 


证 明 ， 1 FF'(D 存放 县 连 继 ， 一 2 xX 之 十 0， 
2) Yem>0， 习 090 使 iIF(X) 一 了 (%) | < 
GAY，0.D 为 任意 常数 . 
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证 1 设 4x 二 fi 则 our 一 di 


| 二 | 下 
和 [六 rear foe9aa| 
一 过 | | roau 玉 unde| 


$F' (Cx) = 沁 Eftx+ OD —f (x) 。 


Fr 在 【一 c， 十 co) 上 连 续 ， 所 以 {x 十 个 ，、 
f(x 一 个 在 (一 0, 十 0) 上 连续 ， 所 有 以 F' Cw) 在 (一 ,十 o》 
存在 且 连 续 。 


2 Fo 一 fo91-| 二 ,ftomast 0) a 


1 fs [rs 
=- Ftd a ,FW 


=-| 寺 .， Ct 一 FGO3di| 


早生 在 【4 8] 工 和 连续， 其 中 A4<a，8>6， 
总 全) 在 [A,B] 一 致 连续 ， 
Ve>0，]J] GC) 汪 0， 则 只 要 x 人 [a 四，x 十 1E CA, 及] 
且 ]?|<?0, 就 有 |x+DD 一 了 (2 | <e， 
TD I] b>0， 民 发 %E€ [ag 的， x+i€E [Cd 
”~ 一 2 一 


且 上 <28 时 ， 有 


|IF(X f(x) | < ， edt=—=e, 


$6 定 积分 在 几何 、 物 理 等 学 科 中 的 应 用 


通过 本 节 内 容 的 练习 和 讲解 要 求学 生 对 平 不 同 凡 容 的 实 
际 间 题 能 够 通过 分 析 综 侣 ， 抓 住 它们 的 共性 归纳 为 定 积 分 ， 
并 能 迅速 而 正确 地 解决 它 。 同 时 能 甬 掌 握 微 元 法 这 一 常用 而 
有 效 的 工具 站 

为 使 学 生 能 和 了 解 积分 的 广泛 应 用 性 ， 练 习 的 面 庶 当 尽 
量 广泛 ， 而 我 们 只 选择 几 个 不 同学 科 中 应 用 定 积分 的 例子 。 

一 、 定 积分 在 凡 何 中 的 应 用 ， 

对 用 定 积分 可 以 计算 平面 图 形 的 面积 ， 三 维 空间 体 的 袁 
面积 和 体积 以 及 平面 曲线 的 弧 长 靠 ， 由 于 学 时 限制 ， 只 能 有 
重点 地 讲解 和 练习 ,一般 以 平面 图 形 的 面积 作为 重点 。 

1。 了 平面 洲 形 的 面积 . 


人 


利用 定 积 分 计算 平面图 形 面积 的 公式 有 
(1) 如 图 26 ,曲线 y= 志 (X) 所 # 二 (XX) ， X=0 xb 
所 围 图 形 的 面积 为 


S=| Cy —y ax J » >» 出 
= x {i) 5 1 0 , 
(2) 如 图 27, 曲 边 为 | 四 WH 
ry 二 , A Aa 5 
i / AN 
的 曲 边 梯形 画 积 为 : WY Wy 
. 三 do Tx rl) b =x (TD 着 


CE dt 
i 图 好: 


X= (1) . 
s IE 【0,7] 表示 逐 谍 光滑 半 曲 线 时 ， 则 
了 一 二 日 . . . 


S=—| yx (af 


=| xD Dadi 
世 


了 了 
或 S 一 六 | Coy CO yx’ DIdt, 


加 28 
《3) 如 图 28， 划 边 为 p= 二 PP (从 的 扇形 面积 为 


学 生 利 用 定 积分 在 计 算 画 积 时 往往 会 得 出 负 值 ， 这 是 天 
为 在 应 用 (1) 中 的 面积 公式 时 忽 申 了 加 (9 与 扣 (9 的 大 小 次 
系 ， 因 此 处 理 此 类 问题 经 种 需 判断 两 阴 数 的 大 小 关系 。 
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例 1 ” 求 范 数 y=e 一 2 在 ， 
一 2,3] 闻 与 * 轴 所 图 曲 边 梯 
形 的 面积、 
”和解 由 于 Y=" 一 2 为 单调 增 
印 数 ， 所 以 只 要 求 由 西数 的 零点 
即 可 知 画 数 的 正信 与 仙 值 区 癌 。 
入 6 一 2 一 0 有 Y 一 la2 - 
所 以 所 或 画 各 沟 《 应 用 (1) 
中 公式 } 图 29 
s=| 50—(e 22dx+f, Cle 2) Old 


. = di +e:+e ?4, 
对 于 非 肛 边 梯 形 的 拉面 图 形 一 般 要 分 基 为 个 浊 迪 实 - 
形 ， 分 别 求 出 它们 的 面积 ， 这 样 一 方 商 往往 要 计算 沙 二 条 平 
栈 曲 线 变 点 的 坐标 ， 另 一 方 池 需要 灵活 地 选择 毕 标 系 、 积分 
计量 以 及 各 种 不 同 的 面积 公式 。 
例 2 已 知 三 个 半径 为 2 的 回 ， 每 两 个 图 都 通过 第 三 个 
图 的 圆心 ， 求 公共 部 分 的 而 积 。 y 
解法 1 选取 谷 标 泰 使 某 一 
图 的 癌 心 为 原点 ， 另 一 赔 的 圆心 / 
在 x 轴 正 阅 上 《如 图 ) 
贺 OD 方程 沟 x 十 严 =4 
图 口 : 方程 汶 (x 一 2 十 全 二 4 
轩 Da 方程 为 
(3 一 1 十 (3 一 3 和 一 4 
采用 直角 坐标 ， 则 有 有 ”， 周 1 


S=| CV Ia (VT) ds z 
+ [VA (V3 IT) der. av 了。 
其 实 由 对 称 狂 只 要 计算 前 一 积分 后 二 俏 即 可 。 
解法 2 车 采 用 极 坐 标 ， 由 于 0 的 方程 为 
P=2 + 


，O: 的 方程 为 
LD= 4cos0, 


又 因 汶 图 中 二 号 形 相 等 所 以 
所 求 曾 积 为 


S = 2240 + ?| 1 0g 
1 到 2 


= [2d0+ cord 
一 27 一 2 3 3 .| 图 好 
这 后 一 方法 计算 基 要 比 前 一 方法 少 和 多 了 。 
解法 3 如 时 象 图 32 那 样 选择 众 标 ， 只 要 求 出 马 形 面 
积 x 3 十 入 面积 凤 为 所 求 ， 
例 35 求 须 钱 Y 一 323 一刀，YX 十 3 一 c 记 国 图 形 的 面积 
解 二 曲 钱 次 点 为 4A( 一 3， 3), OOo, 0 。 
有 曲线 x 二 28 一 站 可 分 为 油 个 分 交 
Yy 一 工 十 AT 一 苞 
四 一 1 一 AI- 一 区 
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Ui) 


di- 3,3) yt 


出 面积 S= | 《14VIR+ Xd 


| LC(1+v I — (VICE)Idx= 
但 车 以 作为 和 变量 则 可 简化 计算 。 
s=|. [8 一 天 一 《一 的 二 
= | (3 一 扩 )ay 一 也 
对 于 求 息 参数 方程 或 极 译 标 方程 表示 的 封闭 昌 钱 所 国峰 
形 面 积 时 ， 学 生 往 往 感 到 困难 的 是 
《1) 不 知 怎样 确定 积分 的 上 下 限 ， 
(2) 不 会 利用 图 形 的 对 称 狂 以 简化 计算 ， 这 就 需 避 熟 
一 咀 线 的 图 形 ， 由 方程 了 解 图 形 的 性 夺 以 及 灵活 运用 各 种 技 
全 4 求 再 时 般 二 一 Ccosi-Ftsind) ， y= sini icosh) 
IE [0,270 及 x 一 9， (Cy 志 0) 所 四 图 水 的 面 视 。 
解 ] 曲线 为 圆 的 灯 伸 线 


一 322 钙 一 


5= -| 30 «0 4 全 ydx 
- 只 要 县 
一 -| .a sinf—ftcosl) » ateosidt—| ydx 
必 , 并 日 
0 3 | a 
= Cd? F377) [gax. 
“ | ydx 下 示 沿 线段 48 的 积分 ,又 因为 在 48 上 
dx=D | ydx=0 


人 一 —— (Cam ST 坚 


短 2 tc 0;,2m 四 的 都 分， 浙 作 线 的 引 妥 为 4 全 
联结 可 万 。 故 后 求 面 积 为 O4C5O 所 围 醒 积 S 加 上 入 D453 的 


面积 S， (如 图 ) 。 


0 和 
D2 # 二 


~ | 
设 则 名 4C8 上 点 的 轰 
坐标 为 Cp,0) 到 


1 fF » 
1 二 和 dg 乡 
Pp 二 Pp( 四 为 加 的 浙 伸 线 方程 ， 乡 
户 二 大 十 仿 二 全 (十 六 ) 乡 
有 2 sint— ftcost 下 A 
tg Tw costtisint 和 
微分 得 图 34 


本 
sec* Od0=— (cost tan) ’ ! - ， 


一 中 0 一 


1 
. 则 d= 下 tcg EEC 

上 12 . “ 

一 -二 


_1 是 ， i 1f2 -| ， 。 3 ， 
站 Si 和 | 4 arr 
办 S = SiTS: 一 本 [dxrs-H3mr) 。 


由 上 上 例 可 见 计算 实际 问题 时 方法 可 以 多 样 。 
例 5 求 双 组 线 07 一 s+cos28 所 转 图 形 的 面积 ， 


2 2 
WS=4.1['p do =a:. 


这 是 因为 图 形 关于 极 轴 与 极点 均 为 对 称 的 ，( 前 首 以 
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一 9 代 8 方程 不 变 ， 后 者 以 一 p 代 p 方程 不 变 ) 所 以 只 要 计 
算 工 图 形 耐 积 即 可 【图 中 阅 影 部 分 ) 。 至 于 积分 上 限 为 本 是 


一 好 1 一 


击 于 当 P= 0 时 cos26 一 6，26 一 到 芭 g 一 本 

例 8 求 p 二 asin39 所 国立 形 的 商 积 。 

解 ” 和 由 于- 一 p= 二 4sin3( 一 从， 
记 凡 图形 关 于 过 极点 亚 吉 于 极 轴 _ 
的 直线 是 对 珠 射 ;又 由 于 

j= asins|2- 忆 一 可 0sin30 


记 以 图 形 关于 4 一 二 是 对 称 的 ， 


图 36 


这 一 部 分 的 三 积 邵 订 ， 邵 


ao? 


$= 6 .于 esinr30d0 = 


2。 甘 沁 儿 何 应 用 。 

剂 用 害 程 分 除了 可 订 算 平面 图 形 的 面积 ， 还 可 以 计算 平 
面 由 续 弛 长 ， 旋 转 体 的 表面 积 、 体 积 等 ， 其 公式 从 巾 ， 下面 
仅 : 符 多 例 。 

例 7 求 摆 级 x 一 9(f--sin 人 )，y=0(1 一 cosD) 一 挑 的 弧 
长 一 挫 沿 x* 轴 旋 转 一 同 二 成 加 转 体 的 洗面 积 和 体积 ， 

解 ”( 摆 级 -- 扶 剖 强 长 为 


=f Vx Fy dga 
(ii)， 允 转 体 泡 表面 各 为 


一 一 人 一 一 


3S=3z|， yds 
四 | | 
= 2), Vi 
2zx .i. . , f - 
= | 202 (1-— costy 5 dt 


_ 64 


— 
BE: 


图 237 


计算 中 应 注意 各 式 税 分 .上 下 限 的 确定 ， 往 年 在 这 上 面 出 现 链 


(i 过 转 体 体积 为 
太一 -| dx= S570, 
例 8。 求 是 链 线 4 一 ch 一 
0 


了 


在 Co, 的 部 分 的 听 长 以 及 线 * 轴 旋转 所 成 回转 体 在 [区 部 分 
的 侧 表面积 。 
解 (iD 炎 链 线 在 [0, 站 部 分 的 弧 长 为 


ee 四 一 
BM=L=- | iTyds 

和 

= 人 Vv IT 


各 
| chxax 一 sbhp 一 shd 


Hl 如 出 一 . 
. 图 38 
Qi 授 转 面 的 傅 表 面积 汶 


S-3z| 必用 2 人 一 2n| tena du 


. #6 一 0 十 一 sh 2 5 一 -全 sa20， 


二 、 定 积分 在 其 他 学 科 中 的 应 用 一 徽 元 法 。 

徽 元 法 是 利用 定 积分 解决 实际 问题 常用 而 有 效 的 一 种 方 
法 。 微 元 法 一 般 不 在 正 课 中 讲解 ， 折 以 可 在 习作 课 上 分 绍 ， 
并 通 过 个 同类 型 的 例子 让 学 生 练习 。 

利用 定 积 分 解决 实际 问题 时 ， 最 恒 要 的 就 是 判断 要 求 得 
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的 量 能 否 用 定 积分 表示 ， 变 所 求 的 量 为 ,选择 一 个 密 量 2， 
根据 实际 问题 的 葡 要 ，x 的 变化 范围 为 一 个 区 间 [o, 的 ， 对 应 
该 是 与 * 有 关 的 量 ， 判 断 对 能 用 定 积分 表示 的 关键 就 是 看 对 
在 区 闻 吕 ,的 上 是 否 其 有 “可 加 性” ， 即 若 把 oa, 交 任意 分 成 
许多 小 区 间 A: 那么 在 等 个 小 区 上 同上 1 具有 分 最 AM ， 


而 好 = am, 另外 存 寿 区 数 Fa， 分 量 Ad 可 以 近似 


贡 玫 未 为 和 Wi 全 有史 其 中 ， 2 为 区 闻 Ai: 上 任 一 点 ，A%; 
为 区 疝 Bi 的 长 、 当 然 在 理论 上 要 求 AMi 与 1 站) Ai 之 其 是 
证 As 高 阶 的 无 穷 涉 量 ， 实 际 底 用 中 并 不 去 检查 。 

撑 到 一 个 实际 疝 题 时 ， 首 先 选 择 变量 x 作为 积分 变 重 ,. 
并 确定 其 变化 区 间 re, 的 ， 再 判断 记 求 的 量 好 具有 “可 可 性 ? 
这 时 不 必 按 定 积分 的 定义 去 做 ， 只 要 将 C6, 门 分 为 任意 个 小 
区 间 ， 任 取 具 有 民 表 性 的 一 个 Cx,x 十 dx]， 找 到 区 数 f(%)， 
求 出 相应 在 此 小 区 间 上 村 的 部 分 量 AMN 的 近似 值 。 

AR 二 了 Co) 三 

记 作 。 dM = 了 tax 
称 dalf 为 邓 的 微 元 ， 再 羯 断 Gf 与 AM 之 差 是 比 Ax 高 阶 的 无 
穷 小 量 ， 那 么 蕊 微 元 43M 作为 被 积 表 达 式 ， 在 C9, 所 上 作 定 积 
分 即 得 并 


-M=| fodx 


例 1 ”长 为 5 质量 为 W 的 淘 匀 细 李 ,在 此 盾 延 长 线 上 有 一 
质量 为 m 的 质点 ， 它 与 细 丁 近 端 的 下 离 为 引 ， 求 细 杆 对 质点 


一 2 一 


的 引力 。 .| 
tt i 
.6 i 人 
和 1 a9 

解 ” 如 图 选取 举 标 系 ， 和 会: 变 墟 为， 其 变化 区 间 
为 [0 ,Li， 屁 然 引 力 玉 对 区 间 [0 ,具有 可 加 性 。 

在 学 标 为 x 处 到 长 为 dx 的 一 段 甸 杆 ， 先 求 此 段 小 杜 对 于 
质 虚 m 《以 表示 质量 为 m 的 质点 ) 的 引力 AF 的 近似 值 4F'. 
-由 于 dx 很 小 ， 故 可 恨 把 这 一 沾 慷 村 看 作 一 个 质点 ， 其 质量 集 
中 在 点 x， 它 与 质点 m% 的 距离 为 [十 d 一 x*， 它 的 质 最 为 


举 dx， 由 万 有 引力 定律 ， 它 对 于 质点 mw 的 引力 〔 称 为 引力 


沁 下) 为 
dd pnd 
dF =K (到 为 引力 系 丫 》 
CL+a—X)’ | * 
再 洛 杆 由 0 到 上 积分， 得 到 组 杆 对 质点 的 引力 


mAf dx 四 FmM 
i (Li+ea—x): dl(L+d) 
这 里 需 证 明 引 力 元 素 QF 与 小 段 杆 dx 对 于 质点 2 的 铺 瑰 引力 
AF 之 差 是 绕 dx 高 阶 前 无 穷 小 量 ， 考 关 小段 竹 杆 左 端 点 对 质 
点 加 的 引力 最 小 ， 面 右 端 点 对 质点 tt 欧 引 力 最 大 ， 因 此 得 到 
不 等 式 fdxEAFEf (x+ da dx 


_ rm 1 
EE {OKT rd 


一 弘一 


也 以 0 SAF—f)dx ELA) fr) dx 
脚 0 AP—dF<EC (tar) f(x) dx 
由 六 2 的 连续 性 ， 知 
Bm fCx+d*) f= 0, 

AAP 
所 及 0， 
即 A 一 dF 蚌 比 dx 高 险 的 无 穷 小 量 。 

在 讲解 时 可 以 用 定 积 分 定 头 列 出 积分 式 与 用 微 元 法 列 出 
微 光 法 可 以 箱 化 解 题 过 午 ， 

例 2 求 了 曲线 # 一 了 (x) 上 相应 于 * 从 6 到 8 的 一 段 骤 的 长 
度 :。 

解 ”以 xx 作为 积分 变量 其 变化 区 疝 为 rm 的， 弧 长 显 
然 是 与 x 有 关 竟 量 ， 且 具 有 可 加 性 ， 在 如 , 门 上 任职 小 区 问 


图 好 


【xx 二 aq， 引 应 于 [xx 二 ce 上 的 小 弧 自 长 As 近似 于 该 本 
线 让 点 [x, 了 (x)] 处 的 切线 段 CE 的 长 度 。 
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ds (dr Ft A= FO GO) dx 
这 就 是 溉 长 s 的 徽 元 ， 于 是 有 
一 | 本 =-| Vv iT Cyd 
这 里 还 应 证 明 ds 与 4: 之 差 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 这 
一 步 一 般 来 说 不 必要 每 题 必 证 ,但 应 注意 如 果 微 元 取得 不 答 
当 往 往 出 现 错误 ， 例 如 取 dzx 作 为 弧 长 元 素 ， 由 于 
dx— cosads ( 见 图 ) dx 与 人 之 车 下 是 比 和 “高 院 的 无 穷 
外 量 ， 诗 算 结 时 
:| dx ba 


显然 是 错 保 的 ，。 : | 

例 3 三 狗 形 山门 竖 在 水 中 上 ， 遍 底 长 为 9 ， 高 为 f， 上 
遍 与 水 面 平 ， 求 前 门 受 水 的 于 力 、 

解 ” 按 图 建立 坐标 系 , 取 z 为 积分 变量 ， 则 积分 区 闻 为 
C0, 门 ， 谋 亲 门 土 企 取 一 小 条 AB8CD 的 梯形 ， 高 为 dz，。 


图 441 


AB = (hi—2) 


一 238— 


”小 梯形 面积 近似 为 4 一- 《6 一 2) dz， 
则 小 梯形 每 一 点 均 可 近似 看 作 在 水 深 为 2 处 ， 则 所 受 水 的 下 
力 可 近似 为 


dp— hz)ade 


dp 即 为 还 力 的 微 元 ， 则 三 角形 阅 门 所 受 水 压 为 


a Gh? 


87 定 积分 存在 的 充分 必要 条 件 


一 般 教 科 书 中 给 出 的 定 积分 祁 的 充 村 条 件 都 是 以 达 布 定 
理 作 为 基础 的 ， 尽 下 我 们 设 太 zx) 在 Ca 5 有 界 。 


达 布 大和: 5 二 M4. 起 Ws 


达 布 小 和 和，s 一 Tm Ax;, 


其 中 号 | 二 分 别 济 六 为 在 区 闻 Cxi- ,xx 的 上 。 下 确 界 ， 

由 一 切 分 活 得 到 的 大 种 的 集合 {1 Sa 有 下 确 界 上 上 ， 小 
和 的 集合 { (A)) 有 上 确 界 1， 它们 其 有 性 项 : 由 (一 8) 去 3 要 
ILESEM (6—)， 计 ,入 分 别 为 定 [e; 的 的 下 .上 确 异 。 

达 布 定理 :2 是 任 党 有 界 画 数 ， 央 对 于 任意 给 定 的 
a>0; 存在 5(e) >>0， 对 于 通 售 》 (8) 之 5 前 尾音 分 法 A 有 

(1 | 一 工 | <e， 即 lm 9 一 万 


和 《二 ) 他 生 


12 13 一 上 <:e, By ,Em 3 一 


A 


分 存在 的 亮 要 条 件 ， 
一 ( 订 积 准则 1) 前 数 f(x) € 朗 6,5] & F GO 人 之 


= < Ye>0, 3 de)>0, 对 于 注 居 A(A) < <6 的 任意 分 


法 A 有 ， 
1S 一 sj <<e， 济 lim S$S=L= 了 一 iim 3 一 了 。 


1 tA -0 2 543 一 本 


四 ，Him Dw, Axis 0。 其 中 加 一 开 一 和 称 为 1(%) 在 
Fx ,， x 站 上 的 振 幅 。 

二 、“ 可 积 准 寻 卫 ) f(*3 & Rra, DY ORYo>O, 
gj 3(e,0) > 0 ， 对 于 满足 (4A) < 的 任何 分 法 A， 使 振幅 
witA) 产 2。 所 对 说 的 子 区 问 A 的 长 炭 之 和 . 


A 0 


由 以 上 亲人 I 新闻 数 可 积 的 充 村 条 件 很 容易 得 到 以 下 结 
某 ， 

1。 了) 在 C0, 如 上 连续 ， 则 /EE Rra 的 。 

2。 上 炒 在 [ay 的 上 上 章 调 有 界 ， 则 FE Ra 的。 

3。r 乒 (2 在 [Ce 0 仅 训 育 归 个 第 一 类 阅 断 点 ， 刚 

FE 及 Ca, 5 。- 

定 积分 存在 的 判别 淮 则 是 定 积分 理论 的 重要 部 分 ， 也 是 
学 上 生 难 以 击 氛 的 内容 ， 原 加 是 由 于 定 积分 定义 中 有 两 个 难以 
星 理 的 问题 ， 一 十 对 于 区 癌 [C6, 站 的 任意 分 法 A, 一 大 每 一 于 
区 河 Cxwi-13 上虞 在 的 任意 取 法 ， 因 此 在 漳 定 定 积分 存在 


时 ， 对 于 用 界 画 恕 引出 达 布 大 和 种 小 和 的 模 念 ， 而 这 两 个 概 
念 只 和 分 法 A 大 关 与 8 章 取 法 无 关 ， 让 光 入 手 得 到 著名 药 达 
可 定理 ， 这 有 有 害 更 全 诉 我 们 天 和 和 小 得 当 / 《 拉 ) 六 时 ， 姑 

证 有 确定 的 它 的 下 或 上 确 界 上 识 1， 我 们 把 L 焉 1 虽 做 
/在 Co, 多 上 的 上 或 下 积分， 有 了 达 布 定理 ， 机 想 蒜 工 或 1 时 从 ， 
在 分 法 上 可 以 通过 任何 一 种 方便 的 方 活 . 创 如 ， 对 于 函数 
yx?，xE [50,1J， 可 用 等 外 的 方法 得 到 大 各 和 小 和 分 别 为 


Tv To 1 - 
S, (CA 一 小 1+ 下) C++ 
ll ll 
sn CA) 《1 十 了 (十 二 四 
由 此 得 到 ， [={=。 


”一般 她 说 ， 对 于 上 述 函 数 可 积 的 充 要 条 件 1 中 ， 弃 在 
3>0， 对 于 X (A) <6 的 任 滞 分 溉 A， 凡 要 找到 一 种 分 法 ， 
就 能 保证 话 数 可 积 ， 衫 据 迷 布 定 飚 这 个 目的 是 可 以 达到 的 ， 
先 讨论 必 要 条 件 .。 
车 1E Ra 站 地 Ye>0，4 9) 汪 0， 奉 罕 满 必 44 (A) 之 
6 的 A ， 使 得 
SA DY)— SA ) <e, 


”证 因为 f€ Rca,b)， 设 I= fdx， 则 Ys>0， 
S08) >0， 对 于 满 尼 7 AIG 的 任意 分 法 上 与 任意 了 到 法 上 上 
> FE,) 和 一 了 [< 地 | 01) 


t= 1 


EDAX< 二 了 十 二 
下 + a 


( SA) = 2 MAXi,. 


£ = 1 


可 以 知道 ，Ye> 0, 3 5 E Ax:， 使 得 


ft! , 
M' (A) 一 <) <Mi(A) 


《 
由 此 知道 对 于 任意 分 法 A 4 (A) < 时 有 


| fe am-s |< (2) 
el 


认为 5' 是 时 。 由 (1) (2) 两 式 知 道 :YA: 4 (A) <6， 


同 理 有 1s (A) 一 了 去 到 


平 是 Ye>0， 了 要 满足 4 (4 < 的 A ， 则 有 
SA Ds(A) <e。 
再 讨论 充分 条 件 ， 
车 Ye>0, "3 9> 0 ， 存 在 满足 4 (A < 之 dCa, 站 的 一 个 
分 法 A'，。 使 得 [ SCA 一 st&) | 之 ze， 网 7ERCe 的 。 
证 已 知 Ys>0，13 久 ,使 得 SCA 一 s(&') 必 se。 又 
YA， 有 stA) 1 芝 LL 丰 SCA)， 再 由 上 述 条 和 件 有 
0 IL—I&S(A Ds A) 
， 令 se 一 9， 得 到 L=i=I， 
—2— 


由 达 布 定理 及 LL= 1 了 = 二 了 知道 
Yen0y ao>0yYA A <6, 有 S (A) st <e. 


因为 对 任意 分 法 人 及 任意 事 潜 6 者 有 
SA 一 一世 SA 


3 A) < 下 (ED A SA) 


1+= 1 


可 Ye>0,j6>0,YA:X (A) 0， YW5, 有 


和 了 个 下 后 一 了 SA — seA La, 


有 即 him 守 fGDw 一 存在. 


下 下 下 | 


由 上 上 面 证 明 得 到 下 面 的 定理 

定理 《可 积 淮 则 下 》 1 有 办 函数 FE Rea, > Ye>0, 
在 在 分 法 A ，、 熏 得 - 

[SA 一 SA Ts。 

可 程 洪山 1 虽然 在 使 用 上 并 不 六 便 ， 它 刻 划 了 函数 可 积 
的 荔 一 餐 征 一 一 工 二 1!， 同 此 可 用 它 作为 通 数 可 积 的 定义 来 建 
立 黎 紧 称 分 的 理论 ， 而 可 积 淮 则 间 是 判断 函数 可 积 性 的 有 力 
而 方便 的 工具 ， 在 生 作 内 充分 狂 时 达 布 定 还 起 着 重 
要 的 作用 . 

在 黎 坚 积分 问题 中 ,. 只 要 /4A) -> 0 ,永远 有 

ma StA) =L, Em sa 一。 


4 Ch 下 和 入 下 


可 税 的 充 要 条 件 是 =i。 此 时 1 jd WL 1 
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间 值 。 i 
可 见 ， 从 实质 十 说 ; 分 法 不 是 关键 ， 因 上 述 极限 可 以 通 
过 随便 怎样 的 无 限 分 细 得 到 ， 如 果 上 >>!。 则 不 可 积 ， 此 时 可 
以 通过 点 的 取 法 上 而 使 积分 各 下 二 与 1 之 间 的 任何 信 为 极限 ， 


在 这 入 理 解 了 了 ， 过 一 ! 而 lim， Dm A% 一 0+ 准则 1) 揭 


示 了 可 积 的 最 根本 特征 : 在 证 明 通 常 可 积 画 数 的 可 积 性 中 ， 
准则 [没有 多 少 不 便 之 处 。 | 
判 新 函数 的 可 积 性 是 定 积 分 理论 的 主要 肉 容 ， 但 是 无 论 
从 儿 念 和 证 明 方 法 上 都 是 比较 复杂 的 ， 尽 管 如 此 ， 还 是 庶 该 
到 求 读者 尝 握 郊 个 基本 概念 和 证 明 方 法 ， 下 面 提 供 几 个 参考 


硕 ， . 
一 、 1。 定 积分 定义 。 
2。 和 什么 是 (0) 在 C6， 中 上 的 歼 曼 和 、 大 和 、 小 
、 上 上 积分 和 让 积分 。 
.为 什么 讨论 定 积分 时 ， 一 开始 斌 限制 “ 光 界 
加 数 ” 机 
上 徊 问题 要 求 读者 能 够 正确 地 加 管 。 
二 、 1。 达 布 定 汇 的 条 件 、 结 论 及 证 明 的 步 又 。 
2。 达 布 慎 理 在 定 积 分 理论 中 ， 措 示 了 哪些 深刻 
的 性 质 。 


三 、 定 理 ，f 了 (0) 在 Co, 门 连续 ， 则 f (x) 在 C4, 的 可 税 ， 
1。 上 面 定理 改 为 于 区 闪 (6,5)， 定 理 的 结论 成 斜 
码 ? 


一 -mr 


2。 在 证 明 上 定理 时 ， 用 到 区 闻 上 连 绿 攻 数 哗 
些 性 质 ? 
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”3。 在 问题 1 中 条 件 如 柯 修 改 使 定理 的 结论 成 立 ? 
垃 将 问题 1 中 条 件 疏 为 ,在 开 区 间 ta, 的 上 的 有 和 异 函 数 ， 
就 可 保证 了 让 (6; 从 可 积 。 请 读者 说 明理 由 ， 因 此， 江河 是 
次 要 的 问题 ， 主 要 是 酒 数 是 否 有 界 。 要 
贷 1 证 上 和 ERIG 的 且 了) 站 0， xE Cab ,it 
证 ， Py) GC Ra,d., 
证 Ye0 >0， 济 于 满足 A 0A) <0 的 任意 分 法 
Ay 有 
| 5 th A 


让 四 二 


eB, 


其 中 wtA) = 二 sup{ | 一 f(x) |}， 对 一 霓 X/ xX? A 


设 di (A) = SU (5 X “全 A 


1 


1 41 1 Ac 一 Fe 
Fry fr”) 


FF 


< -f= EO 


一 


即 到 《AT 到 | 


峙 有 y wi (CA) A 


< 


起 w (AY As |< -5 


让 Fd , 芍 。 


- 广 ， 苦 将 办 作 5f (六 > 0 下 为 9/(9>> 0 则 结论 是 
否 妇 域 立 ? | 


酌 2 nai-{ wx 二 3 XE CH» 1 


0 ， X= 
在 50,17 可 积 ， 

下 天 两 种 证 法 ， 哪 种 是 正确 的 ? 哪 种 是 错误 的 ? 锯 充 和合 
处 ? 

证 法] 在 [0,1] 上 Fx) 有 可 数 个 间断 点 (无 穷 多 个 )， 


县 均 为 第 一 类 间断 点 。 间断 点 为 Xi 地 ， 人 一 12， … 休 | 


对 于 任意 给 定 e>0， 我 们 将 C0, 了 分 为 [0， 1， [2 ,1 
部 分 ， 在 可 y 1 工 ， fF(*) 仅 有 有 限 个 间断 点 ， 且 (有 
界 ， 则 fC 在 C 了， 世上 可 积 、 在 C0， 字 2 上 ,0 <f (9 
咕 1， 对 于 任意 分 法 A 有 Axi<<1 <e, BR tx) 
在 C0， ] 上 也 可 航 ， 
对 于 分 法 A， 保 留 分 点 了 ， 当 4 人 A) 一 0 对， 
二 0 在 [0， 2 J 可 积 ， 将 DAs. 


在 [-， 1 可 积 ， 


a di 


ba 这 =- 


1 于 
疝 > 由 3 一 > WiAXi+T WAX 0 。 
0 0 


2 了 (0) 在 C0;1) 上 可 积 ， . | 
证 法 2 对 于 任意 给 定 的 e>0， 将 [0,13 分 为 [0， RL 


C3 ， 1 3 两 部 分 ， 
显然 (x) 在 [ 了，1] 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点， 
全 As 在 界 ， 所 以 1 (DD 在 C3 ，1] 可 积 。 - 


3 > 0,I7>0, 使 对 [三 ;了 的 任何 分 法 A”， 
只 要 尼 CA 志和， 有 


百 


2 ww Axr < 
二 


显然 着 (2, 有 Cf 二 ，1] ， 则 对 于 rw, 有 的 任意 分 
法 ， 只 要 


a | A | < 村 世 . 有 > J A i 过 量 
. 。 、 
令 6- min{ 二 ， 7。 


设 和 en < 


是 [0，12 的 满 友 max| A x | 三 6 的 任 一 分 法 ， 设 Xi 志 


Ni + 出 
有 一】 


> ， WA XY: < 3 四 


+1 


一 1 ' i a+1 


a 1 == 1 


Ee 
2 


2 CO AN = i i 十 ba WA 十 罕 ， Wi i 


= 了 和 


lim A 0. 


4 AOiet 


f(x) ERCO 1), 


证 法 1 十 错误 的 ， 其 错误 具 在 漫 举 


se 六 0 ， 存 在 科 会 要 求 的 7 站 0， 而 得 


一 了 一 


“地 由 


i=iort 


指出 对 于 任 给 的 


> wiAxi 本 固定 


去 意 


的 -5-， 判 断 /在 C0, 的 可 积 性 ， 


.下面 是 正确 的 证 法 ， 
Ye0， /在 5-7， ]] 瑟 司 积 ， 故 : 7>0, 使 对 5- 了 ，1) 的 


任何 分 法 A’， 只 要 4(A <D5 识 有 


: Dw 点 < 辣 . 
对 C0，1] 作 分 法 A， 使 三 -为 一 分 点 ,并 使 4 (A) < 


又 因 0 sw<sl， 放生 wiiA < = 5 ， 可 见 当 
和 
入 《A) < 7 时， . 
于 waAx< 


喜 7 在 [0o,1] 可 积 ， 
证 法 1 虽 是 销 误 的 ， 但 已 初步 体现 了 达到 慎 的 的 思路 。 


还 法 2 是 正确 的 ， 在 证 明 中 取 xi 与 ,+ 是 为 了 保证 证 
明 的 结果 不 依赖 于 分 法 的 特殊 性 ， 其 实 这 是 多 余 的 ， 因 为 由 


达 布 定理 ， Im， 实 wwAx 对 于 有 界 函数 永远 存在 唯一 ， 
问题 只 在 这 极限 是 否 为 零 《 可 积 或 不 可 积 》， 所 以 ， 取 一 - 


作 分 点 ， 使 分 法 特殊 化 不 会 影 顺 极 限 值 ， 它 和 证 法 1 的 思想 
是 一 发 的 ， 对 守 任 意 给 定 的 ze 汪 0， 出 是 将 [0,1] 分 成 两 个 


子 区 间 [0, 一 C1] ， 在 [2 ，1] 上 函数 可 积 ， 


各 2 mA 人 而 在 [0， 2 ] 上 函数 上 在 0 点 


近 旁 有 无 穷 多 个 第 一 类 间断 点 ， 因 此 振 幅 风 不 能 任意 小 ， 


忆 


但 我 们 可 以 取 区 闻 长 并 -2 足够 小 ， 使 mAx<< -这样 
就 能 使 


对 Wi Xi = > Wi;Axi 十 2 WA Xi eS, 
出 此 就 证 明了 FE RCL0, TI。 
此 处 这 类 间 题 有 一 个 共同 原则 ， 就 是 “ 控 去 间断 点 ”， 
而 挖 去 区 闻 的 长 度 可 以 任 党 小 ， 这 样 证 明 可 积 芍 方法 是 很 重 
要 的 ， 要 求 读 者 掌握 这 样 处 理 这 类 问题 的 原则 、 读 者 可 证 明 
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下 面 的 例题 。 


本 3 证 明 涪 数 (x) 二 sgELl (ia 二 ) 在 C0， 1 可 积 。 


例 4 证明 : 若 FERre, 的 ， 则 1 六 ERrces 的 。 

证 明 从 醋 ， 

类 和 似 信 4 国语 题 ， 可 证 以 下 命题 ， 

(1 f(x) E RCo bf CX) E RC, 

(2) |f 0 E Rca, b> E RCa, bY 

(3) 车 (2) 在 ko 门 不 可 积 ，17 |， 疡 (x)》 在 C4, 的 可 

积 吗 ? 
04) 若 A 有 (2) +9(%) 所 中 Fo 的 009 在 [2 的 可 积 码 ? 
例 5 若 Fo0 ERrdI， 证 明 


lim | f+ 一 J(2) |dx= 0 ， 其 中 4<a<6<B， 


证 OfOO EREGD, & 00 [<M (CAExEB) 
《好 为 常数 ) 


取 峙 殊 分 法 将 Co, 61 4 敌 分 ,各 了 区 间 长 8 3 


则 有 lim 2 0. | / (1) 
取 |h|<8 考 碟 


面 十 是 
| [ft 1 dx, G=1,2,.", #), 


让 十 =-11 


不 妨 设 >09， (RE< 0 时 机 同样 证 趴 ) 
1 若 *, 十 上 部 在 第 个 小 区 问 一 172 一 1》 


一 好 1 一 


则 
{fet DD 一 了 1 ew, 
(3》 洲 * 在 第 ;个 区 闻 ，x+# 在 第 if1 个 小 区 阅 内 
《着 0，、， 则 x 二 二 在 第 i 一 1 个 小 区 间 】， 刚 
17Cx 十 下 一 Fo lf of | +|f (XC— 
一 Fo [二 ww 其 中 x 一 失 ， 即 x 为 第 i 个 小 区 间 的 右 
交换 ， 所 区 对 于 412 一 1 吝 。 
(fox FO Swi KE CX Xi]. 
对 于 im 有 四 
fr FD FO Ft + 0 Lan 
疡 以 夺 


月 一 点 
| 7 (x Fx) tdx yw tw Veto arG。 


由 《1》 式 可 绪 当 #->o0 人 于， 即 5> 06 时， 有 ii 一 人， 
此 时 . 


一 1 证 一 下 -,» 
人 2 2 Ti GD GdG 一 0。 


l=i i+=1 


Lim 人 Ge 有 一 Fo [dx=0, 


朋 一 市 


例 6 试 证 ， 如 果 .Fz) 在 [ea, 的 连 线 ， 旦 对 于 一 瑟 x< [Las 
中 ， fx) 之 0， 同 时 人 至少 有 一 点 5E Lg, 63, (0， 


则 jf dx>0. 


对 以 下 三 种 方法 要 求 谈 者 指出 哪 种 证 法 是 正确 的 ， 哪 种 
证 法 是 错误 的 ， 措 在 何 处 ? 
证 法 1 由 于 站 >0，， 对 于 任意 分 法 A， 取 EE Co 
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6, 刚 三 蓝 在 某 个 A 上 (Axi 20。 了 (0 A20 0 
上 


于 是 得 到 [jdx>0, 
证 法 2 ”由 于 /在 点 连续 ，.. J] 6>0， 
当 |x 一 6 <-E 时 ， 


f.(%) > 六 /加 >9, 于 是 
[fF Cydx>2) ,FO dx=6 >0,. 


| (x dx 0. 


证 法 3 .了 (*) 在 fa, 引 上 连续 ， 所 以 f(x) ERCa, 的 于 
是 存在 C9, 杂 的 一 个 分 法 A’， 使 得 对 于 菜 个 区 间 Exiw1 ,1] 的 


所 有 > 有 /oO > -并 仿 ， 于 是 有 
SA f) E>0. 
由 | fo dx=int{S (A)}=1>0., 
证 法 2 和 证 法 3 都 是 正 砂 的 , :而 证 法 I 是 错 误 的 ， 因 为 
> FE AXx, 站 不 能 保证 [fdr>0 ， 只 能 说 明 


| reodx>o。 


本 节选 的 例题 较 多 ,教师 可 以 根据 情况 远 择 所 必须 的 内 
容 ， 
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”第 九 章 ” 数 项 级 数 


1 “预备 知识 。 土 极 根 和 下 极限 


本 节 内 容 本 来 入 于 极限 论 的 范 畏 ， 由 于 这 是 达 裔 贝尔 和 
柯 丁 判别 法 的 一 般 形式 的 理论 根据 ， 作 为 数 项 级 闲 的 预备 知 
识 ， 浇 蛮 这 里 介绍 这 两 个 髓 念 。 异 此 机 会 ， 世 在 分 析 学 方面 
给 举 生 一 些 处 理 问题 的 训练 . 

1, 外 述 有 办 攻 列 (0,) 的 上 、 下 极限 的 定义 ， 

”定义 1 和 六 {0 } 有 二 界 ， 就 说 lm (supto = H 


是 {5 的 上 授 隐 。 记 作 Ta。 
ii 刻 {m} 无 上 上 径 
出 Tim 一 十 59。 
定义 ? 说 如 {4,} 有 界 ， 就 说 Em (inf14.)) 一 hh 是 {6c} 的 
下 极限 ， 记 作 fm o， 
ii》 如 {4， } 雹 下界。 


则 lm = 0， 


| Wb 


注 ， 于 ae, 可 以 是 一 co， Im g 可 以 是 二 co。 


例如 4, 一 #。 出 定义 1，ji 基 


Em = T+, 


ty 


由 定义 2 3. i) I 


lim 好 .一 十 co。 


2 。 对 平 任何 数列 {a,}， 了 ia 及 lim a, 总 存在 ， 且 


rm lim 他 ,< Bm 1 0， 


Ho 四 一 洱 


根据 上 、 下 家 限 的 不 同情 况 ， 可 以 推断 数列 {0.) 的 几 个 
性 质 ， 
iii ,= + o> lim ou oo。 


Rn 


了 ,一 一 名 后 ima 一 一 co。 


| 


iiy 一 So < lm 0, 一 lm 6, 所 十 ce 乓 六 [4 小 收效。 


"ee 


定理 1 设 
HH= lim a, 


出 
i》 当 五 为 有 限 数 时 ， 对 于 万 的 任何 * 一 邻 域 
《可 一 se， 互 十 史 在 数列 {a,} 中 有 无 穷 多 个 项 属 和平 这 个 邻 
域 ， 而 只 有 碍 限 多 个 项 大 于 开 十 8 
ii - 尖 豆 一 十 ce 时 ， .对 于 任何 数 计 之 0 -在 ta 中 
必 有 无 穷 多 个 项 大 于 六 。 
定理 2 设 


h= lim a,. 


Tr 


出 .| 
i 当下 为 有 限 数 时 ， 对 于 站 的 任何 e 一 鱼 域 直下 十 加 
在 数列 {a,} 中 有 无 穷 多 个 项 属于 这 个 邻 域 ， 只 有 有 限 多 个 项 
小 于 丘 一 =。 

这 当 关 = 一 ce 时 ， 对 任何 数 入 和 >0， 在 数列 {6,} 中 有 无 
穷 多 个 项 小 于 一 硝 

定理 了 设 有 限 数 百 为 fc } 的 上 概 腿 。 那么 HH 必 是 十 (Go 
中 记 有 收敛 子 列 的 极 肛 什 之 最 大 考 。 

设 有 限 数 产 为 {9,} 的 下 极限 ， 那 必 玉 必 是 {65,} 中 所 有 收 
合子 列 中 的 极限 值 之 景 小 者 . | 

下 曾 举 几 个 关于 上 、 下 极限 的 性 质 ， 仿 汶 例 题 ， 者 用 定 

讽 1 证 朋 ， Fm Cx + Yi) lm lm *, 十 - lim #, 

证 法 1 

19 车 {x%,}， {5,} 都 无 上 界 ， 风 按 定义 ， 


Hm X= Lim ,= oo 


[ , mst) 区 -ED 


页 ix + Ey, ~ 十 co。 
内 于 mm (Yo 十 9 ) 所 十 0 永远 成 立 ， 
所 路 《二 和 < im 3 + Bm He 
2》 若 {%。} 有 上 界 ，{&,} 无 上 界 ， 则 
Bm 2% 一 再 有 限 ， im 也 一 十 co。 
下 Ee + Hrs y= + 00, 


十 世上 co。 


一 260 一 


Fe 


所 以 Jim. 【2 十 下) < lim Xt Him 3 
3) 车 {Xx,}，1{#4} 必 有 上 寞 ， 则 对 于 一 切 >h 的 
Wisup{X,}, suply.}, 
办 入 十 加 所 sup {X,} + sup{y,}. 
Sup ty } sup{ Ys} + sup{y} 
lm sup{X,+y,)}e lim sup{ x} + Bim suply.} 
即 lm (X48) < Hm Xt Hn be 
注 ， 如 果 Fir x.= 一 ,为 使 关系 式 右边 加 法 运算 有 意 
义 ， 则 须 Ta y, 冯 十 ， 同样， 如果 x,== 二 co. 则 须 
TJ. 尖 一 oo， 上 而 的 证 湛 是 用 定义 证 明 的 。 
证 法 2 用 定理 1 ， 当 “= Tim 0, 为 有 限 数 时 ， 对 于 a 
的 任何 :一 邻 域 (a 一 se, a 十 &)， 在 {x,} 中 有 有 限 个 x >ate, 


假定 说 有 总 个， 
同样 如 果 Hoy y=, 则 仅 有 有 限 个 y, 记 8+， 假定 说 有 
/个 ， 于 是 在 {x, 十 如 } 中 最 多 有 色 十 个 项 之 a 有 ae。 


ln (x + a+ A as. 


册 e>0 的 任意 性 ， 得 到 


Bm CX, TY RE bm Xt Jiny #,., 


量 一 
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证 法 3 用 定理 3 证 明 不 等 式 的 成 立 。 


已 知 {xX, 一 #,}，{x,) 和 fo 都 有 有 限 的 上 极限 ， 
{xnd-gn) 训 子 列 f xwpa 二 Wa}-* 有 mm (%, 十 #7。 


E00 


{xmx} 有 了 于 列 {xp x2a’ < lm jn 


[- mb 理 本 


{ynrj 有 了 于 列 i in sp < lim Ye 


本 = 


旺 然 有 {zn7n} 一 a Tn x 


| - Bs 必 种 


x Wh 了 > +B’' Em 站 Bm Ys 


闫 -了 | 一 db 中 


但 ws 十 re lim (X27, 


证“ 中 昌国 


xa. Bm (X,Y) = tH a Hm ,+ lim Ys 


Re 是 一 am 


本 一 
俩 2 设 XO, Ya 证 明 ， 
C(I》 Lm Yb iim Ye lm ¥,, 
C2) Bm Xey lm Xe lm ye 
证 上 明 从 确 ，。 
例 5 沙 世 >0 (或 x, 达 0) ，jim %%, 关 0， 则 
1- 1 
Hm Hm Xe 
证 法 1 用 上 (和 下) 极限 定义 证 明 : 
-1 i 1 1 1 
Hy = lim sup{#-} ~ lim Hof tn} Bm we 
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Li 


其 中 sup{ 汪 } 一 二 地 x 了 可 利用 确 界 的 定义 证 明 。 


设 iaf {%,) =0. (a>>0) 
二 C1Y VxE {x }, Ta Od 
C2 Ye~p, JE{x}, Xa 
、 1 
要 证 9 会} 十 


由 《1) 对 于 任意 六 名 


由 《2) Ye>0, 取 二 一 一 一 ，] 为 后 tx 使 得 
1 1 1 
加 之 0 十 B60。 平 是 得 到 No > 了 Te 
1 1 
出 sp = inf {x,} 。 


证 法 2 说 lm x.=0, (06>0) 。 


根据 本 节 定 理 2 ， 对 于 Ye>0， 鞋 多 只 有 有 限 多 个 
,< 一 e， 辣 有 无 穷 多 个 x+s， 因此 至 移 只 有 有 有限 多 个 


1 1 ] 
六 > 一 二 二 9， 而 有 无 穷 多 个 二 > -去 一 2， 南 子 
为 任意 小 的 正 数 ， 所 以 e:，e: 也 可 以 任意 小 ， 有 

1 1 

pp x, a lm x, 二 
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8 2 ” 数 项 级 数 的 判 伍 法 
研究 级 数 的 收 敏 问题 ， 实 质 上 就 是 研究 部 分 和 数列 的 站 
铭 问 题 ， 这 就 要 求 读者 能 够 用 有 关 数 列 的 知识 米 研究 级 匆 ， 
对 于 级 数 的 判 敏 法 要 记得 热 ， 用 得 活 . 
1i。 关 于 数 项 级 数 的 判 误 法 总 结 如 下 * 
给 定数 项 级 数 江 a 


C1) 当 @t0，( 一 co) 了 时，(〈 1) 发 散 。 

《2 ) 柯 琴 收 襄 原理. | 

C3) 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ， | 

(C4) 正 项 级 数 的 柯 西 判别 法 ， 达 库 贝 尔 判 别 法 ， 柯 西 


积分 判别 法 ， 
2。 在 运用 上 述 判 敏 法 时 ， 要 分 析 级 数 的 特点 ， 选用 适 


间 的 方法 ， 举 例如 下 : 
注 ， To, 收 敦 时 ， 沁 作 于 < +eo， 发 散 时 记 作 


D0,=+o0. 
例 1 讨论 下 列 级 数 的 化 散 性 ， 
1 
1) i ye 


1 之 二 > 二，《 当 WxN 时 ) 


2 ) 


3 


“ 荣 


点 


3 二?(—1)" 
2 


业 王 卫 


若 0D<2x<T1， 贡 了 


1 
-2 


1 ， 


[nco] ， 
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1 -Fr 
一 
由 和 Ti te, 
4 9 十 
)》 和 Br 
解 从 酷 . 
ed 3"3] hs wad! 
5s) 元 Js FE 这 mr 各 
和 解 从 了 略 . 
6) $) 0 = 区 - 和 *>0。 ~ 


"FT Te 


解法 1 当 x=0 时 ， 显 然 工 < < 二 oo。 


让 到 了 


内 0c<Y<di， 0 必 和 0 忆 可 oo。 


四 吧 了 


当 =1, 60 一直， 淮 2 4, 


道 > 和 0. 一 一 
《1 十 好 (十 芝 ) 一 《人 十 2 (十 2 


Pree 


Ea A bk 
< 1+) ly) Te = 人 (去 
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起 > 0, 上 o0, 
业 二 卫 
Gr 
解法 2 Gs C1 二) (1 二 2 二 11 
,CTH (1 + 
FI 
_ Pe 
TF 
当 0<x<1， tty%, 二 co, 
富生 1 


当 X=1, 一 可 3 8 十 oo 


当 x>1， 0 十 oo 


当 xx 一 0， 显 然 > da 一 +oo。 


EE 二】 


, 人 
§ ee 
解法 Sey 不) 十 3) 《1 十 2 


当 0 和 Xx<l Wo +o0， 


甲 地 1 


当 X=]1, 解法 1 已 证 。 


当 >>1 了 时 ，<a。 到 


人 加 
A lt CEE 
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本 四 了 
7 ) 工 7 
喇 好 2 
8 ) i 
“1 (2+ 5 
和 解 从 略 
二 让 一 午时 中 
9 ] y， Hd 


本 只 


met.. 


nt 
1. 
解 f, ~ He 


. 当 0>p+1 时 arc 二 co 
” 章 二 1 
过 ”4 和 pp 十 1 于， ,Gu 一 十 ceo。 
人 = 1 


10) VTi yin “1 


丰 十 了 
一 一 上 “1 
7 一 ”= 一 -一 
解 ” 因 汶 Cn 二 1 一 于 CR Gn 
1 . ) . 
2 m7 
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(二 汪 
ia 二 一 la 工 十 入 1 于 了 nn 


名 当 1+ 生 >1， 即 p>0， 工 o.<+ce， 


. 1 


当 1 多 <1,。 即 p<0， 马 4 一， 


例 2 回答 以 下 几 个 问题 : 
1) 叙述 数列 [S,} 收 化 的 柯 西 淮 则 ， 


2 ) 叙述 级 数 寺 o, 收 敛 的 柯 西 淮 则 。 


答 1) 19,) 收 人 敦 寺 人 YE>0,4j NN 之 0， 只 要 一 切 自 然 
狼 # 与 守信 时 ， 必然 [|S 一 SS» 过 2。 


2) 开 0, 收 艇 < 这 Ye>0,] NN 之 0， 


只 要 1 六 对 于 任何 自 然 数 上 必然 
|S,..;—Ss| 一 [G+1 十 Du 十 … 十 Qsey|<e。 
3 ) 用 柯 西 准则 判断 数列 的 化 散 性 。 


i) 用 柯 西 准则 证 明 数列 S。= 二 收 伍 。 


证 Ye>0, 取 NN 一 | 二 |>0， 便 能 在 自然 数 m、m>N， 
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于 是 问题 得 证 。 
ii) 用 柯 西 淮 则 证 明 匆 列 5, 一 1+ 2 3at 一 十 为 政教 ， 
证 设 m，+# 与 是 任何 自然 数 ，m 二 +p， 出 


1 1 : i 
号 -一 gw| 一 | 一 -一 一 十 -一 一 一 恒 呈 由 -上 一” 一- — 
| Snl Cni1)? 1 {2 十 《| 
.1 1 
tit ant ti 
t 二 1 1 


弛 (站 -上 工 ) tar) (nt 2} 


1 
ttp 1 rp 


-+t GG 5 


1 


tp i Ts 
1 1 1 
hn Hp 电 
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1S .一 汪 -| <<e, 


必 1 收敛 。 


4 襄 柯 用 柯 西 准则 判断 数列 发 散 ? 
数列 1{1S。} 不 满足 柯 西 准则 ， 则 {S.} 发 散 ， 也 就 是 
本 20>0， 对 于 YN>0， +#,m> 和 入， 使 得 
IS 一 仿 s| 守 20。 
例如 证 明 数 列 5. 一 1 十 (一 2° 发 艇 . 


证 刁 o 一 1 YY 六 >>0， 下 1 一 2， 人 一 2 十 1， 章 
n> ， 这 时 15 .一 SE=|1 十 (一 一 亿 寺 (一 9+1) 
一 2 县 。 
1 发散。 


5 ) 叙述 f(x) 在 x 一 a 点 极限 存在 的 柯 西 准则 。 
例 5 a) 车 o>0， 开 0。 收 化， 那么 本 az 收效 ， 其 进 
如 何 ? 


b) 又 其 ar>>0, 200, 收 合 且 lim fa, 一 4, 则 4=0， 


证 明 o) 于 co. 收复 ， .lim a,=0. 
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JN>0, 肖 f> 下 上 时， 有 0<se<t 名 呈 工 9， 图 比 
久光 入 法 知道 并 o 收 钱 。 

其 省 不 一 定 成 立 ， 生计 但 完 妆 

证 明 D) 《证 法 17 著 G 关 0 罗 0,， .4>0， 
又 因为 im ra, 一 6， 即 lm -了 -=e>9， 据 比较 判 化 法 的 极 
限 形式 ， 由 于 二 了 信和 多 过 辫 w 因 二 得 出 与 已 知 条 件 落 盾 
的 结果 。.*. a=0. | 

(证 法 2) Hm m, 一 和 。 

Ye>0，IJN>>0， 当 #1>N 时 ， 有 a 一 so 2， 


衬 
取 2 一 人 人 0。 


车 oz0， 有 时。 马 <o,， 由 级 数 开 4 发散， 得 知 


3 0 发 收 ， 与 马 知 示 盾 。…， 4=0。 


例 4 ”应 下 的 讨论 月 人 铝 错 误 。 
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讨 沦 这 下 级 数 的 收 仇 性 .，..: 


i Tv 2 rit! | 
解 ， 1 + Sri 二 用 ~ -+ 
oe TD “VET 
RT gl 
MRT 
A 2 Vr 
a y= - = 
2 。 a 元江 Eny 9<1。 


上 面 河 个 例题 的 错误 是 ， 在 比值 和 极限 值 判 敛 法 中 的 g 
是 个 常数 ,而 此 处 的 9 是 n 的 通 数 ,在 这 点 上 读者 往往 不 注意 。 


$ 3 任意 项 级 数 敛 获 的 判别 


要 求 将 下 面 的 问题 搞 清楚 ， 
1， 级 煌 2,0: 绝 对 收敛 与 条 件 收 合 的 概念 ， 


2. 级 数 沁 0, 收 全 于 10. | 是 吾 收 钱 ? 


卫 。 级 数 并 ， 0 | 发 砍 ， 5 a， 上 是 否 收 侣 ? 


于 于 开 项 级 数 有 比 贸 淹 售 法 能 判断 许多 级 数 的 疲 人 证 和 爱 
散 , 对 于 任意 项 级 数 , 有 几 个 判定 收 钙 和 发 散 的 方法 ， 有 几 个 
一 好 9 一 


浏 定 收 证 的 充分 条 性 ( 荣 布 尼 论 定理 ， 阿 由 尔 和 狄 让 克 莱 判 
缠 法 》 、 但 不 能 判定 它 活 散 ， 用 以 下 妃 个 方法 可 以 判定 任意 
项 级 数 发 散 ， 

C1) o.7*0, 

(22 不 满 是 柯 西 站 人 原 玲 . 


(3) 若 | 吕 二 >>1. 或 YTarT>1>1 
( 则 la, | #0 。 


C4) Tn, -0 +w,) 时 ,车 二 " 与 并 w, 其 一 


Hz 1 


发 散 另 一 收 伍 ， 则 开 4, 发 数 ， 


判断 以 下 各 级 数 是 硝 收 人 证， 车 系 收 敦 再 分 辩 它 是 绝对 收 
敏 还 是 条 件 收敛 ， 


100 YY 
全 | 于 (一 D 所 全 0) - 


证 这 是 交错 级 数 ， 先 考察 它 是 否 绝 对 收敛 ， 


中 十 了 00 ， 二 
和 A 1 [和 ba.| 二 +oo。 


全 2 ba 了 
证 容易 证 明 红 16, [发散 ， 


2410 一 


Dr" v1" 
“ An (二 二 1 1 
DMV, 1 


E 


人情 5 了 ee- (OX<A). 
本 = 和 


证 当 <0 时 ， 级 数 显 然 发 散 ， 
当 加 >0 桂 


i) p>1， 由 [< … 原 级 数 绝对 收 统 。. 


区 之 1， 设 4 一 局， 


别 法 知道 原 级 数 收 化 ， 天 为 |cos sx| 委 1， 所 以 


CO os nx 1 Cos 
| | > nr 


由 于 ” 开 一 发散， 并 99 收 介 ， 


COs 1 < 到 | 发 数 。 


一 2T1 一 


,一 coz nx， 和 内 狼 立 克 药 判 


不 ” 当 0<bs1 时 ， 原 级 数 条 件 收 敏 。 


例 4 工 1+ "|. 


读者 自己 证 轩 级 激 当 寺 <p<1 时 条 件 收敛 。 当 0<p< 工 
时 发 散 ， 当 p>1 时 绝对 上 收 训 。 
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第 十 人 昔 ”广义 积分 


§ 1 无 穷 限 广义 积分 敛 茹 的 判别 
基本 要 求 笋 项 级 数 相 同 ， 主 要 要 求学 全 部 综 送 用 名 种 


苦 狂 法 。 


后 1 NT 鸭 吉 如 收 化 ， 求 积分 全。《 钥 
法 从 五》 


(1) 1， xe-*dx; 《 收 第 于 1) 
C3) 上 有 TECHEEE X 1 ( 收 化 于 3-) 
(C4) We 2 ( 收 敏 于 ln 2) 


(5 | esin Xo ( 收 绒 于 1 ) 


(6) 全 2。 《发散 ) 


+ 1n 


例 2 用 比较 判 仑 法 ， 状 断 以 下 无 穷 积分 的 钱 散 性 ， 


和 于 ] 


‘te _ x 
2) 人 AT 十 ( 提 不 : 当 * 一 2 时， 下 7 


2 
> J 全 积分 发 艇 ) 


(3) 全 dx__， (提示 , 一 = < 一 


as XC— M1 /Xt 
x 1 Vx 一 所 ， 
积分 站 和 伍 ) 
om dd 1 1 
C4) | Cx— 1}ln * (提示 : CD wi 积 
分 发 散 ) 
C5) sa/ x dx 


js 《LT 二 2 “” 


(提示 ,| < 而 所 吉 3(Y> 中 ,积分 绝对 收 线 》 


例 5“ 潭 伍 法 : 设 在 Ca, 十 o0)，f(%)} 之 0， 且 在 任何 有 限 


区 疝 [e ,4 上 了 可 积 。 
1)》 如 果 存 在 s>1， 使 lim xf (%) = 上 上， 


C0<L<+oo) ， 则 人 F009ax 收 化 
2) 丰采 Dim xFfxy 一 工 ， 《0 < 之 所 十 co jj 让 


一 2 一 


， 
~ 


则 | fx) a 发 散 ， 
攻 上 面 判 仇 法 ， 浏 断 下 面积 分 的 伍 散 性 。， 


直属 a 


(1 J Ti 


+*~ Xarctg * 


《2) oi 


Xs 
C3) | © dxs 


tm x 
C4) |], Jr. 


全 1 讨论 太 下 积分 的 仇 散 性 ( 若 收 仇 ， 是 绝对 收敛 还 是 
条 性 收 人 敦 ). 


tm Ap 旺 
C1) | os dx。 


证 因为 || eos xax | <2, 


设 900 = 9 (0) 3 


和 十 (十 2 
当 “>1 村 ，2(20 单 调 下 降 ， 又 Jim 汪 寺 一 0。 
根据 狄 果 克 芋 判别 法 ， 知 道 原 锅 务 收 伍 ， 又 
| | cos x | 党 +] (1+ eos 2x) 


| 
Ix Ti 
X32 Xt art) 
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| wx? 上] 
TOT | ZT CT 2 2 


PD Pk xy 
因为 | Pl ax 发 艇 ，| Fa dx 收 合 ，， 


1 » 机 上 
| G0 dx 发 艇 ， 总 各 拷 Yew *ld 发 散 ， 


六 原 如 分 条 件 收 仇 。 


《2 | dz， (>0) . 


4 由 
证 … | omrsin2xds|=| ?| ea win xcos xdx| 
1 上 
可 上 二 . 
-| 2 | & dj 二 和. 
1 
1 i 
0) ,i 二 


和 积分 | ee 生 cx 收 伍 ， 


1 


emsin2x | co, 
权 | 了 


及 当 4> 1 上 时， 


| es 让 dr 政 伍 ， 原 积分 绝对 收 敏 ， 


当 0<4<sT 时 ， 
esin2x) eo LSn2X|、 elsin’* 2% _ op-il—cosdx 


—2176— 


+ ey stn - 
. 人 sj 2%| 、 ， 
i | - 二 ox 起 次 。 


1 


名 原 积 分 条 柏 收 语 。 
(3) 上 Fdx, 


易 证 当 4>1 时， 积分 绝对 牙 敏 . 
当 0<4<1 时 ， 积 分 入 忻 下 化。 
当 4<0 于 ， 讨 论 如 下 : 设 <= 一 4>>0。 


| { : xceosxdx| >| 人 : cosxqdx 一 2 。 
ak te 
原 积 分 在 4 志 0 时 发 散 . 


注意 ， 不 能 由 “ 当 * 一 十 中 ，%*cos90” 得 出 积分 发 散 。 
这 一 点 和 数 项 级 数 不 同 ， 比 较 如 下 ， 


C1) 车 Gi: 收 人 第 ， 四 lms 一 0， “由.+0. 


可 推出 级 数 2,6 尾 溪 ， 
(2) 荐 | Fa dx 下 级 坟 > Hm Co 一 0， 


lim f(x) 大 0， 不 能 推出 | 7(z)ax 发 散 。 
个 如 ， | sinxwdx, 


4 . ys [4 do tmsing ， 
{in Nd x Eu siny 二 。 由于 | dt 收 人 襄 ， 
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2 


5s。 当 4 二 co 时 人 sxzdx 极 限 存在 ， ~. ) sinwidx 路 
敏 ， 但 是 fim sinxz 不 存在 ， 


即使 1 >0， 且 了 (x) 连续 ， 也 不 能 由 7 (x)dx 收 仑 推出 
na TCX) =0, 


例如 : 


(1 
设 f(*) 1 " a 
Lo ， 1 十- 二 sx (十 1 一 


册 f(x) 具有 以 下 才 个 和 性质， 
i fs) 这 和 0。 


i) f(*) 在 | 2 一 二 ， 十 oo ) 和 连续 ， 但 非 一 至 连续 . 


如 


1 
+ ™ TE “0 
中 
. Er 


月 三 多 
一 一 3 收 化 ， z 

内 三 旦 ey 

iv) Jim f(x) 0. 


长 儿 0) 的 图 珍 想 下， 
一 站 一 


图 42 
可 是 在 一 定 条 件 下 ， 可 出 | fo dx 收 分 ， 推 册 


hin fx) 一 个 。 


定 建 1 考 Fx) 在 [ae, 十 ec) 连续 、 单调 且 | Amy dx 惧 
阁 ， 则 Hm /2) =8, 

证 设 f(x) 单调 下 降 ， 则 站 (9 必定 大 于 或 等 于 零 ,否则 
ew az 发 荫 。 由 于 全 7 co ax 政策 ， 根 据 相 是 积 分 判 全 
法 知道 于 fn) 收 伊 。 “lim /(m =0， 再 由 / (x) 单 放 


昌 尘 0， 就 能 推 得 im f (2) =0. 
定理 2 着/ (x) 在 Ca, 十 oo) 一致 可 续 ， | fo0dx 收 化 。 
网 Em f (x)= 4。 
证 车 当 % 一 十 oo， 了 (x) 加 0， 则 je0>0, 及 %-> 二 oo， 
合 |7(Y | 六 en (二 11,2,…)， 由 于 7 (3%) 在 [8, 二 co) 一 致 连 


问 站 a 对 于 字 之 0 了 0>0, 


浊 |x 一 ?| ECL, 二 0) 


有 1f (x) 一 f(x")|< 字 。 
息 ”在 生 个 J, 一 [x 一 ,x, 十 打上 有 |7 Cx) 一 F(x,) | < 


全 当 xEL 时 | >]fxD1 19 一 站 x) [之子 。 


且 f (*) 在 I, 上 同 导 ( 隐 连 续 > 。 


| CDdx| > 皇 > 25-6c， 
二 


久生 本本 明知 道 | (dx 发 散 ， 
这 是 与 假设 条 件 蒜 盾 的 结果 ， “Jim_f(*) 一 0 


另 一 证 渗 ，'… (区 在 C0, 十 0) 上 一 至 连续 . 
2 Ye>0 I>0, YN Ero, to 有 |x 4, 


有 | Fx) f(x") | <e, 又 因为 | Fax 收敛 ， 
加 ' 本 = - 
. dA>O, VA, >A 有 || 7codx|<ee “， 当 w*>4 


时 ， ril -| renas|<2, ( 基 Eco 


| FE 
又 因为 Tx 一 1<6。 
| | 
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EE APP 
系 lm f(x)=0, 


定理 5 着 /( 妆 在 [ae, 十 oo) 上 单调 。| 了 Cx)dsx 收盘 。 


则 3 本 0 及 A>0, 当 x>A 时 ， Tw |<. | 
证 明 若 F(x) 单 调 下 降 ， 当 x 充 分 大 时 ， 必 有 /0 
《 演 则 | fcx?dx 发 散 ) 若 FKx) 单 调 上 升 ， 当 x 充 分 天时， 和 


有 xs0。 巷 之 | 了 f(x) | 单调 下 降 。 
其 下 上 只 证 明 (x) 单调 下 降 的 情形 ， 


因为 | /xdzx 收 剑 ， 对 于 e>0, 31>0， 
当 x> 开 时 ， 合 
| fix)dx<e - 
院 然 f(z) 单调 下 降 必 状 
| f Cjdx> £00))” dx (x— Mf) fx}, 
Cx—M) {xX) <e, 
取 x>>2 采 一 A， 囊 得 椰子 (2) < MIF) <s， 即 


wf x) <2e 一 jd， 或 即 了 (< 性。 


证 法 2 ”多 为 | “7(eax 收 贷 ， < |」 f(x0dx 有 办, 即 
名 对 :>0， 情 | yeoaz|sxr 0<X 忆 十 eco。 


由 于 f( 雹 音调 下 降 ， 和 % | f(aqx>f (x) (x 一 0) 


区 
eof < fid 
: EA -2M A 
过 [f(x)| -Fox)<2 < x ! is 
和- 


当 zx 一 G> 六 时 ， 即 x>>2c 时 上 而 不 等 式 成 立 。 


$2 有 限 区 间 上 无 界 函 数 的 广 久 积分 
(又 称 琅 积分》 和 钱 散 的 判别 


要 求 狼 练 运用 形 积 分 的 伊 散 兰 别 法 。 总 结 广义 积分 与 党 
义 积 分 的 异同 。 
例 1 ”讨论 以 下 裂 积分 的 化 散 秆 ，《( 计算 从 赂 》 


(1) | -a ， (积分 收 作 ) 


(2) | 一 和 ，( 积 分 收 教 ) 


、 ”一 28: 一 


(3) | ，( 积 分 发 散 ) 。 


Xr 


d 
C4 ){ dx ; 《 积分 收 全 ) 


(C5) | 一- 易 一 zy5 ，《 积分 收 第 ， 
cf p<1，4<1 时 ,积分 收 语 ) 


(C7) | xlnzxadx ( 当 4 这 一 1 时 积分 收 化 ,4 志 一 1 时 


和 夫 发 其 ) 
(8) 1 -= dxz(01 ( 当 一 1<m< 一 L+9 时 积 
分 帮教 ) 
(C9) 们 二 ( 当 p>1 rr 三 1 或 p=1 
4 rar) (nln) ” ， 
人 
Q0) [一 四 dx 。 (积分 收 放 ) 


以 上 几 个 题 要 学 生 独 立 完 成 ， 可 选 几 题 作 示范 ， 


全 ln2xX% ， ， 
(5) | VXI pr 
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. 1 
fin 
刀 友和 分 一 | VE 


nx x= 十 Ts。 
+ EY Oy 了 十 了 
出 = 为 部 的 下 上 后。 
%= 为 王 的 下 点 。 
a 计 。& 
i im. ln” -0, 
or VA TT ro VU 0 
收效 . 
lim C1—%)3 lo [1— 和 一 1 , 
“1 EI) i) 
Ta 收 仇 。 
因此 原 积分 收 人 就 。 


+ dx . 
(9) | 基站 (区 2 wy ~ 


| | dx . 
解 原 积分 = 上 | 21nX3eCInlnaxyr * 


二 4 dx 
+ | ori Iw) Cnlnx)" 
吉本 是 I 的 惠 感 。 
丙 


一 了 十 了 >。 


lnlnx=1nln [e+ (xX—€)) =Intn{e[1 + 


“ -ln|lne !- In [1 + 


=In{1 十 ln 


党 一 宇 
~b+ 汪 2) 


[i 


一 过-。(〈 当 x~>e 时 ) 


nn) ~ 
从 7 当 且 仅 当 F< 1 时 收效 。 
7 当 且 仅 当 bp 六 1 或 p= 二 1，9 记 1 或 p=g=1，? 之 1 时 
相让 。 
原 积 分 当 且 仪 当世 >1， ?之 1 或 b=1，g>>1， "<1 或 
六 一 8 一 1， + 之 1 时 收 敦 . 
例 2 讨论 坟 下 积分 的 仇 散 性 ， 著 收 侣 ， 是 绝对 收 信 还 
是 若 插 收敛? 


Si 3 
(1) 1=| dx,. 


Sin x Sin 加 
居 


前 大 已 证 明 ， 
到 41， 关 储 对 ] 扫 人 敏 。 
0< as1，7 茶 件 收 葡 ， 
5s0，fT 发 散 。 


中 Tt 
一 二 J。 
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:正点 ， 当 3X ,…，” 当 且 仅 


XE 


及 X 一 0 是 六 


当 PP--1<4 部 中 2 时 纺 对 收 束 其 余 情 形 积 分 发 散 。 
所 以 雄 积 分 当 1T1<A< 2 时 绝对 收 姓 ， 
0< sl 时 条 桩 收 但 。 
其 余 情 形 即 ,As 及 pz 2 时 积分 发 散 。 


C2) 1=) winxidx, a 0. 


解 ” 售 x 二 ft， 当 9g>0 寺 ，xE[0, 十 20) 
则 3EK0, 十 co)。 

3<b 时 ，xEr0, 二 oo) 

则 IEC 二 co 0) 。 


+ 1- 
| Hr 5imy。 去 ‘dt, (g>0) 


起 了 一 
pf 1 2-1 
人 Sm 可 起 od, a) 
1 此 时 ri 。 
| 1 

so 
| snfdt 
息 4 


根据 全 的 讨论 
当 且 仅 当 1<1 一 Al < 即 一 1< 了 < 0 时 各 
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分 瘟 , 对 收 化 。 - 
当 且 仅 当 0<1 一 1 1， 即 0<-l <1 时 积分 
条 人 性 收 敏 。 


一 了 -了 2 


在 令 x 一 了 ， 则 t= 二, dx 一 一 罕 得 


nf Ean 


当 # 半 1 时，J; 绝对 上 收 


一 381 一 


做 ， 
oD Trace 
1) : 
| 
当 0<nsi 时 ， Tn 


CS 


且 欧 于 零 ( 当 * 一 十 oo 时 )，.，， 当 0<n<< 1 了 时，1s 收 化 。 
现在 检查 1: 是 否 绝对 收敛 ， 


OS ( 4+ c= 


当 wx> 工时 ，(x" 一 sr-?) 单调 上 升 ，. 单调 下 噬 


a) 


十 


i 
X EN 但 是 


sh 


ds 


1 1\ 1 
| ez 人 
1 区 十 .1 ' 2 
. 


| 


| 工 由 当 7 二 1 
* 十 : 
| 


lira _ 7 
“(1—) | 


十 ce， 站 D<m< 1 
网 sin( x+ 二 
生 当日 ns1 | 一 一 发 散 。 


当 0<# 志 1， J 人 条 忻 收 角 。 
及 当 n 所 0 寺 ， 现在 讨论 1 在 # 专 0 时 的 雍 散 性 ， 可 以 证 明 


(x + 00) 

名 只 要 正六 | sn( x+ 二 ) 儿 I 一 点 )ax 发 散 ， 则 当 rs0 时 
六 er (et =) dx 发 该 。 

取 2 人 司 X + 二 一 2hr。 


十 -一 (2 十 Ts 
+1 
各 。” 当 一 十 oo 时， 汉王 十 co， 和 > 十 co 


(el) 


但 号 | 


1 
+ C3k11) 丽 . 
-| 1 l | sinw au=| | sin#] du 
; x 时 目下 
oo 
< 。 


按照 柯 西 收 化 原理 : | 


ae 


因而 | 一 和 二 个 dx， 当 ww<0 时 发 散 . 


(et a 


1 人 ， 
当 0<s1，72 货 性 收 误 。 
当天 过 8， 呈 发 矢 。 
省 2 一 81， 芭 9<1， 忆 绝对 收 伍 。 
2 一 141 即 1<2， 条 性 收 伍 ， 
当 2 一 #4 守 0， 即 m2， 卫 发 烙 . 


.02 二 了 十 J 各 分 条 析 收 分 ， 其 余 情 背 积 


3 讨论 内 义 积 分 与 广 半 积分 美 于 可 积 、 
绝对 可 积 和 平方 可 积 向 关系 
《IT ) 党 光 积分 ，7E RCoD 一 > 上 | ERCG, 们 ，。 


所 产 
-一 2 小 一 


广义 积分 ，| 17CoO idz< + 人 > 
< 
| reodx- 十 co。 


| Fo [dx 过 +cc，x 二 b 是 瑕 馈 —>{ zeods<+oo。 


所 = 
(29 常 久 积分; | 站 ERCa,6] 寺 fC RIG 上. 


广 寂 笠 分 ， | ft) | ax< 十 co 与 
全 PCDoax<+eo。 


[G0 1dx Cx 一 6 是 更 虑 ) 收 策 所 -PCDdx< 上 oo 
> 
上 述 关系 凡是 成 立 的 就 要 证 明 ， 不 成 立 的 就 需要 举例 。 
例 证明: | 1fco1dx< 二 oo (x 一 b 是 开 点 ) < 


| Peodz<+co。 
证 由 
[FOOD :一 1 一 产 (一 2 72 二 10 


ghit [fC%) | [+ 


因为 | 产 COdx<+o 


也 
四 十 | C14 dO 0 


和 站 eolax<+eo。 


反之 ,| 1760 1dx< Teoy 则 不 一 定 | 产 COdx<+eo。 


兴 例 ， 全 经 


1 
jE 十 ee 但 是 | 宅 安 数 。 


一 地 2 一 


第 十 一 草 ， 莱 数 项 级 数 和 医 级 数 


$1 苹 数 项 级 数 的 一 致 收 伍 及 其 判 伍 法 


国 数 项 级 数 的 一 致 履 伍 是 本 章 的 重要 概念 ， 要 求 读 者 不 
航 深 肇 型 解 收 伍 与 一 致 收 各 的 不 同 ， 而 且 能 够 判断 函数 项 级 
党 : 收 伍 或 一 致 收 伍 。 以 下 我 们 用 f.(*) 芝 了 02%) 表示 f.(%) 一 至 
报仇 于 /xz)， 
《A4) 漳 断 函数 序列 {C2 }，xE fa, 乓 一 玛 收 议 有 以 
1) fr) SF) > | x) — fn) 
六 人 一 天) | 一 0 


2 ) 关于 凋 数 序列 一 致 收 敏 的 柯 西 原理 。 
3 ) 化 成 相应 的 函数 项 级 数 ， 青 用 函数 项 级 数 判 断 一 至 
坡 敏 的 方法 。 


例 ! /Co = 衬 fa 芝 ， 在 0<x<1 是 否 一 残 收 全 


解 ”为 了 用 上 述 方法 1)》 证明 fx) 一 二 ln 在 《0,1) 
上 一 致 收 伍 ， 必 须 先 求 极 限 通 赦 7 (2 
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je0 = im 六 (0 一 lim 一 各 一 四 YE 《0 1) 


要 证 明 f(x) 一 x) | = sup,, fC*) {0%) | 


p | 宪 14 半 | 可 以 任意 小 


we co 也 


先 求 /Ce 一 1 (1n 半 十 ,) 


不久 设 #23， 则 当 0 过 x 之 1 阿 ， In +1<0, 则 f.《x) 单 
调 减少 。 


又 Fi(D = 于 la 二 <0， 故 


一 二 lan Cf <0。 


一 人 站， 臣 当 "充分 大 时 可 使 | 


| fz) 0H [fs x) < ian <e, 


fn (fm), {0X1) , 
例 2 (一 X77 一 xX” ， 丰 0 入 xX 和 1 是 否 一 致 收 敏 ? 
证 lim 六 (人 2) = Tm Cx" x =0, CORSEXElY 
FN x11 2x) =0, 
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我 到 xs "由 于 f, (2 守 0， Wm (0) = ft1) =0。 


了 


不 在 xx， :可 了 C(x) 取得 极 大 值 ， 


fo lsuple x l= 1 (iY 
|) fx) | SuplX %2 | (3) 本 


0SEXEl, 
全 fi) 丰 [50,1] 上 不 一 致 收 襄 ， 

广 : ) 判定 画 数 序列 f(x) 的 一 致 收 第 时， 必须 癸 计 
sup ,fC%) 一 YX | ， 次 此 往往 需要 先 求 | 六 (一 zx 的 要 


大 值 ， 但 是 带 绝 对 值 号 求 导 很 不 方便 ， 这 时 可 以 先 求 (f, (2) 
一 A 六 ) 的 极 大 值 ， 热 后 求 出 [一 了 (Xx) 1 的 极 大 什 {如 倒 
1 。 


ii) 如 第 在 [9 2， SC 《X00) 一 了 0D 天 0。 如 例 1 


pe n 半 |<0,xE C0, 了 D， 我 们 知道 还 数 |f.Cx) 一 jx) | 


在 入 僻 内 部 没有 极 什 点， 而 且 是 单调 的 ， 那 么 它 在 区 间 的 一 
谢 反 得 最 大 ， 例 1 就 在 x=1 外 取得 景 大 值 ， 所 以 


“| |_1 1 
hn Ia 六 | = 2 ln 


SP 


自 袜 天 二 


iii) 上 面 三 个 例题 都 是 先 求 出 玖 数 序 列 的 极限 函数 和 
.SB AD 一 六 51， 这 两 者 不 好 求 时 ,只 好 诉 之 于 一 致 或 不 
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一 致 收敛 的 定义 或 相 西 收 伍 原理 。 
关于 函数 序列 { 六 40 在 [ao, 的 不 一 致 收 竹 独 别 法 总 绪 于 
下 : 
i) 不 满足 一 致 上 收 钱 的 定义 ， 轩 读者 叙述 不 一 致 收 钱 的 
定义 。 | 
ii) Em ,3up fs < 一 了 02) 瑚 0， 如] 56 半 0; 对 任何 自 
然 数 六 都 在 在 志 汪 入 和 wo€ Cao,pb), 使 Ff, ,X02 /Co) | 
宇 t0 成 这 ， 
iii》 柯 西 一 埃 收敛 准则 不 满足 ， 即 ， ] so 全 0， 对 任何 自 
胡 数 N， 都 存在 tp 人 > 到 和 加 Ca,b), 合 
] 六， 《Yo 一 -KxXo) | eo, 
成 立 。 
iv) 若 f.(X) 看 C9, 都 连 悉 ， 而 极限 本 数 /不 连续 
刚 六 (2 不一致 收 各 于 Fx) 。 
(5)》 关于 画 数 项 级 狼 忆 xz) 在 区 间 J 二 Lg, 和 上 的 一 


致 收敛 闻 题 ， 
判断 收 但 级 数 .40x) 一 致 政 煞 的 方法 ， 总 靖 如 下 。 


i) Yu, 0%) 在 1 上 一 致 妆 皆 专访 |r,(x) = 


一 St 一 SC 有 = sup! DAN SN) | 0 (300), 


ii) 汶 数 项 级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 . 
iii) 了 四 个 判断 画 数 项 级 数 一 致 收 伍 的 充分 条 件 ， 维 尔 斯 


一 和 站 6 一“ 


~rl dr ri - "i rr - 


特 拉 斯 判别 法 ， 狄 尼 衬 理 、 阿 贝尔 判别 法 , 狄 立 克 莫 判别 法 。 
侧 1 讨论 级 数 


的 -~ 致 收 敏 狂 。 
解 | < 


考 开 级 数 马 和 应 用 达 遍 贝尔 判 唱法 


由 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 得 知 当 0<x<2 时 ， 原 级 数 一 致 收 


= 1+) ~0， (Ho0】。.、 级 数 收 化 ,再 


例 2 证 明 级 数 民 SP，0<x<2r， 一 致 收 伍 。 


。 _ T 
证 设 a, (%) 一 站 < 
对 于 每 一 x 万 《人 iT] arftxyy 随 8 音调 下 降 ， 上 县 


lnt 人 《一 


la a = 一 上 上 <- 二 
YETX vn 


Ye>0, Ne) 一 二 >0， n> (2)， 财 于 YXE (C0,27]。 


一 29“ 一 


[ox) 一 CCC |! <2, 


> :as(z) 在 [0:?zm 上 一 致 收 笋 于 0， 


LEA Cx = sinxsinnx, XE O27T], 设 级 数 2_ 8 的 部 分 


f=21 


和 让 ,XY 二 sin fsip 3 十 Sn2 区 十 ..， + sinnx) | 


5 P, (x) =- 

r=1 

— | Neos sin {sinx singwd+ + tinnw) | 
从 


5 3 


区 | 中 
== 一 -| 一 中 8 08 8 
| Cos 2 ( CS ; CO 3 2 


2 


十 C05 [+ Cf 一 Dx|+ cos| wo 一 Dx 一 三 |- cos( 兰 二- nz ) 


十 cos( ax 一 三 ) 


=| cos (ees 光 _- Cos e+) 
2 2 2 


和 。 从 十 。 上 
一 | 一 ”0C93 一 一 $n 2 1 sin xi| 
2 2 2 


如 十 了 
2 


之 cos sin xsin 了 | 2 Jj XE (CD, ?7 


Bo 在 (9 253 上 一致 音 界 . 
由 浆 利 充 药 判 注 法 ， 原 级 数 在 (0,272 上 一 至 收 化 。 
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例 ; 下 面 证 明 级 数 江 ne 站 《0， +oo) 上 一 至 收 全 的 


方法 有 何 错 误 ? 


证 … lim ~ lim We-™=0, {0X A420) 
菇 二 Hn — om 


2 
当 # 充分 大 时 ， ne 让 ， 而 工 云 收 笋 。 根据 
维 外 斯 竺 拉 斯 判 划 法 知道 ; 
工 ne “在 《0 十 < ) 上 一 至 收 总 。 


二 而 证 明 是 链 误 的 ， 国 为 在 证 明 中 说 的 “ 当 虽 充分 天 时 
ne" 二” 。 未 未 曾 考 卡 这 话 是 否 适 用 于 (0, 十 coo》 让 一 切 # 


值 ， 也 就 是 说 未 曾 找 到 一 个 不 依赖 于 x 的 NN， 使 得 n>>N 


，9 < 坟 对 于 0。 中) 内 一 切 * 成 立 ， 而 这 是 证 胃 级 泊 


一 到 :收敛 的 关键 。 事实 上 可 we-" 在 (90; 十 o0) 上 不 -一致 收 


Hal 
仇 。 
证 如 如下 : 
ro 十 二 和 二 2 
和 一 Ie Cm)e TD 
te— I)r txy 一 #e” (二 Bt 


一 她 9 一 


-| ee- t+ # | 人 


[EE [5 
NT De lena 


一 1 
evn eo iy 


取 sr 1 《9 


Ce 


> oo。 


> 2 (0; 十 品 ) 不 一 致 收 敏 。 


赂 4 攻 证 呈 《9 在 = 在 和 连续， 但 并 Ce) 发 散 ， 册 


二 上 
六 六 | (Ce—d, cy 将 Ce 一 动 9 2, HCN 下 小 一 至 坡 
邮 呈 了 


证 侣 设 ] 56>0， 合 于 (村 CC 一 6,0) 内 一 强 收 效 ， 


n=1 


则 Ye>0， 了 3 六 >0， 当 9 了 ， 立 月 然 数 声 ， 不 等 式 
[nC 十- |<, 


一 用 眉 一 


站 {fo 一 ,0 从 这 ， 及 守信 一 全 册 (六 这 克 -{ 在 
二 左 伺 线 ， 均 
以 上 不 等 式 中 系 极 当 (x->e-) 得 

[0 Ti 二 | 
对 了 于 任意 fr> 六 及 任 司 日 然 数 声威 立 。 


所 以 级 数 t(e) 收 丝 ; 这 与 已 知 条 件 矛 盾 ,所 以 不 存在 


8>), 使 开刀 (在 (e585,0) 内 一 殖 疏 化。 


狂 节 了 


例如 级 数 于 二 在 〈1, 二 co) 上 不 -- 致 政 黎 。 因为 每 一 


十 4EC1, 十 oo) 和 连续， 并且 末 二 在 x 一 1 点 发 散 。 


则 到 1 


§ 2 一致 收敛 级 数 的 性 质 


一 歌 收 禾 级 数 可 以 保证 和 画 数 的 过 急性 、 一 致 洼 续 性 、 
可 舱 性 和 村 微 性 ， 要 求学 生 不 仅 能 够 证 明 斌 些 毕 论 ， 珊 且 应 
该 和 盒 运 用 这 些 络 论 , 

例 1 证 明 之 ,ne 在 (0, 一 eco) 连续。 


此 严 】 


证 YE 人 了 ce)， 过 | 所， 2xo| 一 Ca, 的 CC0, co) 


oO 


Ls | ， 
在 | 窟 ， 2xo | 上 re" 连续， 年 0<ne-"<<ne”" 3 ， ji ne 


RD , 
了 
是 淮 二 


一 #401 一 


政策 。… 于 ne "在 [ 轨 ,2xo| 上 一 致 收敛， ， 垃 we 在 


看 了 


| 妾 ， 2xo| 上 连续 ， 因而 在 x 点 连续 ， 而 0 是 (0, 十 co) 肉 任 
一 点 ，… > we” 在 〔0,+Hco) 上 连续 。 


注意 : 81 例 已 证 明 级 数 > re- 在 (0 ,二 co) 上 不 一 致 
坟 仇 。 
例 2 ”车 每 一 贞 (*) 在 (0, 旭 ) 连续， (在 (人 玖 内 闭 


本 生 工 


一 致 收 合 ， 则 号 u(x) 在 (60,56) 连续 ， (此 处 0,6 是 有 限 数 ， 


或 其中 有 无 穷 大 》， 
证 明 从 咯 . 


例 5 问 级 数 Z,arctg 二 ，xEG( 一 co 十 coy， 能 否 逐 项 


nz 


求 导 ? 即 阿 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 
{Darctg 、 CArCtE 


| 
2 nr) 


证 每 一 个 arctg -二 在 《一 co, 十 ce) 连续 ， 且 


守 区 
一 afctg Ta (E00) 
WxE 《一 ccs 十 co) 交 
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(27 收 伍 。 


年 一 1 


下 面 再 证 明 y ， Carctg —, ) 7 在 (一 co 二 co) 一 到 收 总 。 


LE 


1 让 
因为 于 二 击 ， 而 于 -二 收 伐 ， 记 以 
1 十 -一 "=1 | 
大 


级 籽 2 (arctg 》 ，* 允 《一 00, 十 00) 一 致 收 伍 ， 因 而 


[这 aretg 部 | = 于 (aretg- 乞 )’， 

沈 它 [一 coy 十 co 本 
上 而 证 明 应 再 存 细 些 ， 因 为 一 般 韦 中 可 微 性 定理 是 在 闭 
区 间 5o 的 上 ， 请 读者 完成 这 个 证 明 。 


全 4 证 明 : 

1+ 2 reosn, 当 |r| < 1 时 
成 江 ， 

ii) 人 一 re _dx = 2x, lr| <1, 

证 设 /tx) 一 1+2 开 mcosnx。 C*) 


邮 开 证 


Ir| -1, leosnx| EI, .lrcosnxl rr, To 


Ei 则 由 维尔 斯 特 拉 斯 淹 别 法 可 知 ， 


-mc 


工 rcosg2x 一 吏 收 禹 。 
〈 半 ) 式 两 边 同 以 以 正 数 《IT 一 2rcosx 二 天) 得 ， 


{1— 2reosx tr) j 一 《1 一 2rcos ri +2 Y T"COSMX— 
看 到 


CD 


一 2 了 mm2cosXcosTX | 2 9 r+2cosnx 《炒米 ] 


=1 | 
Fooseosnx Oo— cos (tt 1}%+ cos (Ro— 1} , 


则 《( 灶 x*) 式 右 端 为 : 


1—2reosx+r2+2 reosnc—2 Tr tCeos {二 1} 区 十 


m1 n=] 


Cos{H— 1) x] +2 5 r+2cosHX = 1— 2rcos% -|r 二 Oreos x— 2? 


一 1—r:. 


了 一 六 


1— ?rcosx ri 二] 二 2 2 rcosnx, 


而 本 1 


fx) —- 


由 于 > ,rcosnx- 一 致 收 误 ，…， 可 以 逐 项 积分 ， 有 


n=l 
EE 1—r” | [| J 
{ .= 1 Arceosx+r ™ =-| % 十 2 三 [,, "eosnxax., 
, 下 一 天 | 
而 cos8XdX- 一 0 | ax 一 27。 


一 点 人 一 


例 5 利用 和 逐 项 积分 法 求 下 列 级 数 的 和 ，， 
tm, se Ca . 


YXC 《一 cos* 寺 co) ， 存 在 区 入 5 一 9, 轨 使 得 xE 


Ce | 各 


ee 3 和 十 n ， 而 级 数 沁 后 收 全 


大 | 


328 十 Ivan | 
| 


完 20 wn 在 [60,7 上 -一致 收 氏 在 [一 4,4] 上 每 一 


4 (一 各 -ze” 是 连续 的 。.… 对 于 线 煌 部 ZT Le 
可 以 逐 项 积分 ， 
仿 F(x) = 上 于 = (+ 二 人 


十 :… nt XE ) dx 


二 ux+| Ta -+ 2n+1 x 十 
0 1 
全 XP 和 了 WwW 21+1 
一 性 十 一 一 十 一 一 十 
TI 21 3! 他 4 
党 1 x 
= 站 1. 一 -. 十 -一 a 
GT 末了 
六 
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i : 3 
而 5 Tl np (x) = 《1 二 222) e™ 。 


Tc 王 科 1] 


33 和 宕 级 数 
等 级 数 是 一 类 竺 丈 的 函 狼 项 级 数 ， 它 简单 、 有 用 。 历 喘 
上 对 于 短 级 数 性 质 研究 得 最 透彻 ， 第 级 数 开 0606x'，xE Ca, 


有 以 下 这 些 性 质 ， 
1。 收 策 城 简单 、 易 求 ， 先 求 收 化 半径 尼 ， 
no， 当 0< ln Vlei| <+oo 时 : 
R=-| oo my- 0 时 
0 和 当 En Ts| ==oo 时 ， 


在 问 点 x 二 土 束 的 政 敏 住 ， 单 独 考 虑 。 

2。 由 于 笑 级 数 休 具 有 内 闭 一 臻 收效 性 ，( 这 逐 黄 徊 分 
与 逐 基 积分 时 所 得 级 数 收 敏 半径 不 变 ; 因此 在 (一 R, 局 内 窗 

3.。 车 等级 数 了) guxr 在 yx 一 玉 收 伐 ， 刚 一致 收 伍 性 可 延续 


到 尺 ， 即 在 [一 呈 十 9，RI 上 一 致 收 诈 ,因此 在 x 一 忆 帘 级 数 左 
连续 ， 且 可 在 [一 如 二 3， 上 上 和 逐 项 积分 . 


4. 车 并 axr 在 x 二 发 散 , 则 不 可 能 在 CR 一 6, 忆 内 一 


nal 
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致 收 仇 ， 对 于 以 上 四 个 性 质 ， 要 求学 生 对 比 一 般 末 数 项 级 数 
这 w(x) 是 否 具 有 类 似 的 性 质 ， 


注意 : 除 第 4 个 性 质 和 外 ， 一 般 通 数 项 级 数 都 没有 这 在 性 
质 。 
习作 课 不 仅 帮 助 学 生 总 结 需 级 数 的 性 质 ， 更 重要 的 是 要 
学 生 会 将 函数 展开 成 宽 级 数 ， 并 能 讨论 它 前 收 伍 域 
侧 1 求 以 下 帮 级 数 的 歇 敏 半 乱 ， 并 讨论 收 邵 区 闻 端 点 


1) > a (路 煞 域 为 [一 3,3)) 


2) Dr \ 上 收 侣 域 为 (一 2,2)) 


re 


3) (一 DD" 一 全 x， 《收敛 域 为 


_ 1 
一 一 万 ， 十 一 一 一 = 
-三 


4) Eg 《 收 伍 域 为 (一 4 及 ) 


引 相 十 a 


5 ) 于 3 二 < 一 2 xy。 (提示 ; 分 别 考 虑 两 个 级 孝 


| 


和 全 -x*， 收 化 城 为 【一 上 ， 汪 )) 


一 3 人 一 


例 .2 进行 适当 的 变 基 蔡 换 ， 求 以 下 堵 级 数 的 收 化 城 ， 


1) 5 《二 1 ，( 收 畜 域 为 [一 2,.0)) 


Fr 


:23 (nt 1) 
1*2 "1 


-《x 一 1)"; 《收复 域 为 0, 2 ) 


2 


3) yn Cx 一 2)“; 人 上 政 第 域 为 x 一 2) 


角 王 1 


4 于 CD 《 收 化 域 为 之 耳 ) 


5 ) 工 , -5-。《 级 数 发 散 ) 


当 证 明 ， 车 大 只 在 人 ,上 内 有 任意 阶 导 数 , 且 (f 和? (2 
在 人 . 洒 闲 一致 月 界 ， 列 了 (%) 在 (0; 四 内 任 合 点 都 能 展 成 晋 朗 


数 ， 
证 由 于 f(X) 丰 ta, 外 内 有 任意 阶 导数 ，Y 和 SE (4, 内, 窟 
出 2 在 加 点 的 泰 勤 展开 式 . 


fC = 工会 Cx—xo)! FR,, 


其 中 访 , 二 caso aal |x—xo|", C0 <H<1) 
{0 ) 丰 (0,D 内 一 至 有 有 界 ， 即 ] 履 >> 0， 使 
if 下 (00) 1 过 邓 ,对 于 一 切 # 及 一 切 x*E (0,6) 均 成 去 。 


"一 号 人 站 有 一 ~ 


Rr CX) 二 区 | 0, Ch—o0) 


内 任 一 上 攀 名 展 感 蔬 约 数 ， 

他 4 证 于 其 和 0 为 代 涡 族 ， 卫 在 x 二 0 点 的 地 
成 知 经 束 ， 轩 茶 民 和 开 式 中 其 含有 澡 光 时 的 项 ， 

证 汉 为 x) 因为 fx) 
在 x= 0 能 局 成 富 级 涩 ， 设 

一 了 9: 人。 天 D 
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当 下 一 全 ， 好 一 区 


道人 1 一 一 一 
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即 -和 >Ein 一 2 上， 
将 上 式 代入 (#) 得 
z ya> EDin "tl., 

总 lim s 人 一 十 co。 

入 ” 监 伊 羊 权 为 0 。 

如 fo 并 cx 

我 们 知道 就 是 /xy 的 次 克 劳 林 级 数 收 化 ,也 不 一 定 收 
煞 于 7G0 ， 鲍 招数 f( 一人 -于 ，% 汪 9 的 妆 殉 芝 林 级 数 在 


(一 co， 十 co》 上 政 合 ,但 它 不 收 化 于 f (x) ， 在 麦 码 劳 林 公 
式 申 


fx) —f (0 + 关税 x + tt R(x) =- 
—S, (x) —R, x). | ~ 
只 有 当 。 lim R(x) 二 im [f(x) 一 S$,(X)】 一 0 时 、 府 克 劳 
林 人 级 激 浇 收 谣 于 fj (x) 。 
上 面 这 些 缚 论 在 函数 展开 成 壬 级 数 时 ， 务 必要 求 读者 在 
理论 上 腊 涪 楚 . 


二 


即 -和 >Ein 一 2 上， 
将 上 式 代入 (#) 得 
z ya> EDin "tl., 

总 lim s 人 一 十 co。 

入 ” 监 伊 羊 权 为 0 。 

如 fo 并 cx 

我 们 知道 就 是 /xy 的 次 克 劳 林 级 数 收 化 ,也 不 一 定 收 
煞 于 7G0 ， 鲍 招数 f( 一人 -于 ，% 汪 9 的 妆 殉 芝 林 级 数 在 


(一 co， 十 co》 上 政 合 ,但 它 不 收 化 于 f (x) ， 在 麦 码 劳 林 公 
式 申 


fx) —f (0 + 关税 x + tt R(x) =- 
—S, (x) —R, x). | ~ 
只 有 当 。 lim R(x) 二 im [f(x) 一 S$,(X)】 一 0 时 、 府 克 劳 
林 人 级 激 浇 收 谣 于 fj (x) 。 
上 面 这 些 缚 论 在 函数 展开 成 壬 级 数 时 ， 务 必要 求 读者 在 
理论 上 腊 涪 楚 . 
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第 十 二 章 “” 多 元 函数 极限 论 


本 章 主 要 内 容 有 两 方面 。 一 方面 是 把 数列 极限 及 极限 理 
论 由 实数 域 EB! 推广 到 4 维 欧 氏 空 间 R"， 从 而 建立 多 元 连续 
图 数 在 有 午 闭 区 域 上 的 整 休 性质， 给 多 元 函数 分 析 学 葛 定 基 
础 。 玫 一 方面 是 把 一 元 函 效 极 艰 概 念 推广 到 多 元 国 数 ， 由 此 
引伸 出 多 元 函数 关于 点 的 极限 〈 即 全 面 极限 或 多 重 极限 ) 与 
关于 坐标 的 极限 〈 即 累 次 极限 ) ， 二 者 互相 发 挥 ， 交 织 为 许 
多 精湛 的 结果 ， 构 成 多 元 征 积 分 理论 与 计算 的 基础 ， 

本 章 习 作 课 主要 内 容 ， 多 元 函数 极限 概念 及 求 极 限 方法 
以 及 多 元 函数 全 面 极 限 与 所 次 极限 的 关系 。 

本 章 习 作 课 训练 要 点 ， 

1。 要 求学 生理 解 并 掌握 多 元 函数 极限 概念 ， 初 步 学习 
多 元 涵 数 极限 的 “e 一 6” 方 法 及 一 些 常用 的 求 极限 方法 ， 

2, 要 求人 和 全国 性 和 办 本 的 关 生 ， 从 向 加 


积分 到 | 多 元 函数 微 积分 的 突变 ， 
本 章 习作 课 基本 内 容 可 以 安排 下 面 几 个 题目 。 


3 1 极限 概念 


以 二 元 函数 为 例 来 说 时 多 元 国 数 极限 概念 的 要 点 。 最 简 


1 


单 的 一 种 极限 定义 如 下 : 

定义 1 设 二 元 函数 f(x, 定义 在 点 Xo = (Xo, Yo) 的 
空心 邻 域 ( 即 子 在 点 X, 的 菜 个 人 名 域 中 ， 可 能 除 掉 加 本 身 外 
处 处 有 定义 ) 中 。 如 霖 行 在 向 数 人， 对 于 任 给 的 >0， 存 
在 6>0， 当 0 二 1z -和 1= tz (9 gy- <0 时 ， 
有 | 了 (X, 奶 -4A|<e， 则 称 及 为 了 在 点 X= (Xos2p) 的 极限 ， 
记 作 

lim f(x,y) = A. 


PF- 
心 


如 果 用 符号 U(z,,6) = {X= (zx, 力 10<12 -21= 
VX 一 X00) + (一 J)7 < 6) 表示 以 点 Xe 为 中 心 以 9>0 为 半 
径 的 空心 邻 域 ， 则 上 述 定义 可 改 述 如 下 ， 


Ve>0, 3U (X06) vx EU(A,6) , 有 |f(R) -A 
< 一 ,这 是 以 点 的 “ 圆 邻 域 ” 叙 述 的 极限 定义 的 ， 还 可 以 
用 “ 方 邻 域 ” 的 形式 叙述 ， 即 ~ 

定义 1 设 二 元 男 数 TY 定义 在 点 Xo = (Xo 如) 的 

空心 邻 域 中 ， 如 果 存 在 数 4， 对 任 给 的 s>0， 存 在 5>0， 

当 |%-- Xo |<o， | 2 一 Yo |<0, H (x,1 Y) (Xo, Yo) 时 ， 有 
| fw%,2) 一 Al<e 成立 ， 则 称 及 为 了 在 点 Xo= (Xos36) 的 极 
限 . 

窜 易 证 明 上 过 两 个 定义 等 人 的 

对 于 上 上 述 定义 ， 特 别 要 注意 两 点 : 

(1) 上 述 定义 只 适 在 上 全 的 革 个 空心 邻 域 中 处 处 有 
定义 的 函数 ， 因 此 它 能 鉴定 的 函数 的 范围 是 比较 狭窄 的 。 
请 看 


2 


,9 
霹 


1 
例 1 设 了 (xz = 坟 攻 ， 


(Gi) 如果 了 的 定义 起 为 D,=R'、N{(0, 0)+， 间 ， 当 
《YX 2-(00) 时 ， 了 于 的 板 限 和 存在 玛 ? 

(ii) 如 果 了 的 定义 成 为 Da= 《zs2 上 <) ， 问 : 
当 《〈%,2 因 一 (0 0) 时 ， 了 的 极限 存在 玛 ? 

对 于 《i》， 只 要 取 y=Kx， 却 知 了 在 点 (0,0) 的 极限 
是 不 存在 的 。 对 于 《ii) ， 由 于 了 在 点 〈0,0) 任何 至 心 邻 域 
中 都 不 是 处 处 有 定义 的 ， 内 而 定义 1 对 和 它 无 能 为 力 ， 

教师 可 抓 住 此 事 对 学 生 进 行 函数 概念 的 再 教育 ， 因 为 学 
生 总 是 只 注意 了 泡 数 的 “ 表 过 式 ” 而 不 注音 它 的 定义 域 ， 萄 不 
知 二 者 不 能 分 离 。 例 1 中 的 两 个 问题 是 讨论 两 个 遂 数 在 同一 
点 的 极限 问题 。 

(2) 要 特别 注意 “ 方 邻 域 ? 的 条 件 多 2-2o| 一 0， 
yg 一 yoj<0, 且 (2 六 (Yo ”并 不 等 价 于 条 件 “0< 
1X-Xo | 过 90，0 过 iy 一 册 | 达 0”， 后 者 条 件 太 强 了 ， 它 要 求 
X 寺 Xo 且 3 加， 而 极限 定义 仅 要 求 〈X， 功 六 (Xo 3 加)， 可 以 
允许 = Xo 或 y=。 可 用 下 面 两 例 来 检验 学 生 对 这 个 概念 
的 理解 程度 ， 

Ee 。 化 一 

例 2 用 下 面 的 方法 证 明 极 限 lim Tr 行 
不 行 ? 

因为 ”2 YX 才 委 | 和 + 3， 所 以 

[xy| IXYy| 
AAA 


-1 - 1 
ltl 2 TY | < (lxl+|lyb 


于 是 ，Ve>>0， 取 6=2e， 则 当 0<2z2+ 开 <9 时 ， 有 


XY Hi XY 下 上 
-一 -0|<e 改 lim xz  _ =0. 证 
EE EA 


上 面 证 法 有 错误 ， 因 为 在 不 等 式 放 大 过 程 中 可 能 有 分 母 
为 零 的 情况 出 现 。 请 同学 把 正确 的 证 明 过 程 写 出 来 。 

例 3 有 人 企图 用 下 面 方法 证 明 命 题 , “ 若 lim 了 (X，2) 
=0( 切 ， 且 1lm lim fx = 则 lm f(x,y)=1. 


r+ 
a 


yy * Ho 


由 lim f(xX,y)= 9 YY, ve>0, 30.>0, VX 


0<IixX-Xo|<o,， 有 | f(xX,y) -9(D |<ef2， 
由 lim lim fx =I>Ve>0,36,>0,Vy: 0<|y- 
yo | 二 0,。 有 | p90) 一 1 之 ef2， 
取 0= min1{0,6,} 全 0， 中] 
YY (X,Y): 0<|X- Xo [<o， 0 过 12- Yo 一 0， 有 
[fs -Ta -FD I+li vy -li<e 
故 lim f(X,y) =1, 


yi 


二 


你 认为 上 述 命题 有 问题 还 是 证 明 方 法 有 问题 ? 如 果 你 认 
为 命题 正确 ， 请 考察 昭 数 


人 一 


-1 在 点 《0,0) 的 极限 如果 你 认为 证 明 方法 
有 问题 ， 请 找 出 错误 ， 
此 题 一 方面 检验 学 生 对 悦 限 定义 中 条 件 “Xx。 |<6， 
1y- Yo1<0 且 《X, 奶 二 (Xo,y,)” 的 理解 程度 ， 另 一 方面 检 
4 


f (X,Y) = 


验 学 生 对 极限 定义 中 Ee，6 与 点 《X,Y) 的 关系 的 理解 程 度 ， 
这 是 极限 概念 的 精髓 

为 了 对 更 多 的 函数 也 能 上 让 极限 问题 ， 需 要 把 定义 1 推 
广 如 下 

定义 2 设 二 元 函数 (Xx, 奶 定义 在 DCR? 上 ,X= (Xo， 
Yo) 是 中 的 紊 点 。 如 林 仔 在 数 4， 对 任 给 的 2 之 0, 存 在 0 放 
0， YX = (X， y) EU (x,,6) ND, 有 |f 了 fi 四-A|l 二 2， 则 
称 和 4 为 在 点 x 的 极限 ， 记 作 

lim f x,y) = A, 

按照 这 个 定义 ， 就 可 以 考虑 例 1 () 中 国 数 了 在 点 (0,0) 
的 极限 了 ， 注 意 到 不 等 式 | 了 (xX, 中 一 1| 志 2X"， 即 知 了 在 把 
(0,0) 的 极限 古 1， 

由 入 眼 下 7 义 容 易 相信 HRT 条 如 ) ， 如 末 要 证 明 吻 
数 于 在 点 x。 = (Xo Yo) ? A Ne i 民 个 行 在 ， 只 要 选取 不 同 路 径 已 
与 并， 使得 点 芝 人 让 L_ 工 着 于 使 呈 设 展 不 相同 ， 址 者 和 
取 一 条 路 径 工 ， 使 得 艺 沿 工 总 于 x, 时 极限 不 存在 ， 


例 4 设 函 数 了 (xX,5) = 了 证 + 证 定 义 在 也 = R*、\{(0, 0)) 


上 上。 证 上 明 : 当 动 点 (X 2) 
沿 任何 一 条 形 如 y= kx? 
的 曲线 趋 于 态 《0,0) 时 
极限 存在 ， 但 国 数 了 在 
点 (0,0) 的 极限 不 存在 ， 

易 知 , 当 动 点 (XY, 攻 
沿 任 何 一 条 形 如 y= Kx 的 曲线 图 1 


趋 于 点 (0,0) 时 ， 了 x， Kx’) = 下; 的 极限 是 0。 如 何 
选取 经 过 成 《070) 的 特殊 路 径 疡 使 得 动 点 (X,Yy) 沿 了 上 起 
于 《〈0,0》 时 了 的 极限 不 存在 噬 ? 


由 函数 fi)=- 艺 扩 的 构造 看 出 它 在 直线 Y= -并 


xX” 十 入 

附近 出 现 奇 异 情况 ， 因 此 选择 的 路 经 工 应 该 紧 贴 着 直线 Y= 
~ XX， 当 动 点 愈 靠 近 原 点 时 ,上 愈 逼 近 直 线 = 一 %， 最 目 伏 
的 想法 可 以 选取 一 条 经 过 原点 的 光滑 曲线 Y=9(X) 使 得 它 
在 原点 的 切线 正好 是 y= -%。 经 过 具体 计算 可 取 2=X(X 
= 1) 加 作为 路 经 工 ， 此 时 当 动 点 沿 此 路 径 笛 近 原 点 时， 遂 煞 
的 值 趋 于 ceo， 而 当 动 点 沿 形 如 2 = Kx 的 路 径 荡 于 原 太 时 ， 
玖 数 了 的 值 趋 于 0， 故 于 在 原点 的 极限 个 仔 在 . 


练习 1 (1) 车 (x+y YU)=x 忒 f (X,Y) 


Genre 


《2 ) 大 (X,Y) = ~ 2 ， 求 证 : f(1, =f(x,y), 


(3) 没 FD) v +f(w x~1) F(X,1)=%, 
(30 求 fx}, F(X, ， ( 答 ，f(%) = XX(X+2), 
F(X,y)=X-1+w Yy), 

练习 2 设 lim f(xX,Yy)= 及 上 且 点 (V1,2,) 夺 (0，0) 求 


?80 


证 ; lim f(xXo + 1 zj 十 tv,) = A.. 
t—0 


练习 3 设 lim 了 (x,y)= 及 ，Y=9(X) 在 Xo 连续 且 


4 


yo= ?xz0， 求 证 :lim f(x,p(X))= A， 


练习 4 研究 下 列 本 数 在 指 外 定点 (Xos2fo) 的 极限 的 存在 


性 ，。 
XY XY 
(1) f(xX,Yy)= Tio f,(X,Y) = T+ 在 点 
(0,0) $ 
_X+ 基 
(2) f(x, Y) = 5+ 在 点 (0,0)， 


《 答 ; (1) lim (X,Yy)=0， 有 取 曲 线 y=X(X’-1) 


《2 


即 知 包 在 点 〈0,0) 的 极限 不 存在 ; (2〉 取 曲 线 y=X*(X* 
™ ]) 人 (0, 0) A 


x 1, - 
(1) 车 了 定义 在 Di= ,| (x | TE <y<kx,k>1)L, 
。 1 
问 ， 极限 im 77 行 在 四? 
(2) 若 了 定义 在 PP,= {x, 2 YX>0，2D0 上 ， 问 ， 
， 1 _ 
极限 lm 元 存在 吗 ? 
《提示 ;极限 lim fj(zy2 纺 = 入 指 的 是 ，Ve>0, 3A 
>>0，Y(2 芒 :， vX+ 开 >A， 有 | 四 -有 |<e, 关于 


(1) ， 令 =arc E> arctgk>0, 再 设 X = ?COS0， 


-+9 x 1 1 
Y=? Sin 06。 易 知 lim Ey = 10. 关于 〈2)， 易 知 Lim py 
(7 (ztED2 


不 存在 》 


$2 求 极限 方法 及 全 面 极限 与 累 次 
i 极限 的 关系 

证 明 极限 最 基本 的 方法 是 “e 一 6” 方法 ， 可 用 “园地 
域 ”， 也 可 用 “ 方 邻 域 ”。 

例 1 用 一 6 方法 证 明 下 列 极限 


， 4 — 
GD lim + 0 G) lim Y=0 
by—*0 Vp) 
3 3 3 
(3) lim SD = 0。 
2 9 
， Xt < (X +Y)” _ 
证 (1) 考察 ey — 人 0 天 一 Ty T+y,， 


然后 用 “ 贺 邻 域 ” 即 可 。 
(2) VE>0， 取 6=85， 然 后 用 “ 方 邻 域 2 即 司 。 
Sin(2X + 2) [Xt | 
《3) 考察 x+ ~ X + 
XY 


< 二 一 
(dx +13D |1- 


< XI+13)， 


然后 用 “ 圆 邻 域 ” 芭 各， 

求 极限 方法 中 有 两 种 方法 比较 重要 ， 一 种 是 换 元 法 ， 常 
见 的 是 极 坐标 换 元 ， 即 公 = 7 C0S86，y =7 sin4。 一 种 是 把 
多 元 函数 求 极 限 问题 化 为 单元 国 数 求 极 限 问 题 。 

例 2 求 下 列 函 数 的 极限 


(DY) I=lim 一 < 
) 0 At 


(2) 工 = lim (x?*+y:)e-*+y), 
-一 十 ” 


sg-*+ 
, Xl Lt: 

(3) I=lim ( 一 。 
zf NO 十 
Wr 


人 = COSO 
"IL 


解 ” (1) 设 . 有 ?= xX:+Y， 
y=7 siny, 


FRV (X,Y)->0,0) Hr3>0, XX freosy, r sin 0) = 
rSntcosg， 和 目 y9, 有 | sin4cos8| 志 1, 所 以 lim f(rcos0， 
rsin 9) = 0。 故 I=0， 

用 极 坐 标 换 元 时 ,特别 要 注意 幅 角 4 不 是 常数 ,也 就 是 说 ， 
如 宁 证 及 动 点 沿 一 切 射 线 趋 于 定点 时 ， 衣 数 有 共 人 


个 能 表明 此 阔 数 在 该 点 存在 极限 。 鲍 站 1(X,Y) = 


A 
在 原点 〈0,0) 就 是 此 种 情况 
(2) I= lim 站 ee7Y 十 (Wie Y)e™*] 
= (Jim Xe *) (lim e-y) 
+ (lim e™*) (im yre wr)=0 
尼 基 二 用 了 将 多 天 了 数据 限 化 为 关机 数 限 的 所 
| < po 
(3) 由 Tr < A T=0., 


例 3 1G Em f(X, yy) =[, jim lim f (X,Y) 一 


YY0 Tx) 


lim lim fCX,y) =1， 和 研究 下 列 二 元 函数 在 点 〈0,0) 处 
7，1 ，1 的 存在 性 及 其 关系 。 
(1) f(x3y) = (xX+Y) sn 区 sin 了 ( 答 ; 1 存 在 ， 


9 


1 = 1,,) 


(2) f (X,Y) 一 


1 ,1,,) 


XY— XtY 
XYy+X+Y 


( 答 : 【不 存在 ， 


( 管 ; i 个 存在 ， 1 一 /2 ) 


XxX + 


练习 1 求 下 列 极限 ， 
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(1) I=lim (x+2) sin 2 sin ( 答 ，I =0) 
(2) T=lim 工艺 人 ( 答 ; I= 1) 
3 XY 
。 x? 
i 1 \X+Y 和 让，T-= 
(3) I=lim (1+ 21) ( 答 ，I = e) 
(4) TI=1lim Xx’ ln(x t+) 〈 符 : 工 = 0) 
T= 从 
练习 2 求 IT=lim f(x,y) 其 中 
, 71X+Yy， (X,Y) 为 有 理 点 ， 
2 fw,D={ ~ J 人， ( 管 ; 1=0) 
0， (X 起 为 其 它 点 。 
练习 3 求 下 列 极限 ; 
im SinX _ 
(1) 9 Sin x Sin ?/ (和 党: = 1 
加 2 Sin (XY (X + 1)) 
(2) 和 a ( 答 ; 【= 0) 
(3) I=1im (+A4X)U+6Y) 一 | 


2 T= 
2X2 + 3 (党 :I= 


‘Fd. 


练习 4 i lim f (Xx, y) =1, lim 11m f (xX, y) = 1,, 


sy~—*0 


lim lim (X,Y) = 0， 全 究 下 列 函数 在 点 (0,0) 外 1，Ls， 


卫 下 性 


/2 的 存在 性 及 其 关系 ， 


(x sin L +ysin LL, xyz0, 
(1) f(x, 1)=1 了 人 
人 站， XYy= 0。 
( 答 : ! 存在， 六: 与 1 不 存在 ) 
XY 。 了 


[— +rysi 一- 光 二 0 
~ (2) 了 yy) = 2X 二 入 ” 


U， 六 三 10。 
《 答 : 1 不 存在 ，l: 不 存在 ，1; 存在 ) 


$3 ”函数 的 过 续 性 及 来 题 


研究 函数 在 何 处 连续 ,在 何 处 间断 在 何 处 一 致 连 续 是 最 
基本 的 问题 。 

例 1 研究 下 列 函 数 的 连续 性 : 

(1) fx,y)= [YX+] ( 答 ; 同 断 线 是 X+y=， 
上 = 10, 士 1) 二 2……) 

、 0, 六 无 理 数 ， 

2 多 一 三 交 - 

(2) f(x, 本 二 玫 | f 仅 在 

例 2 设 f(x，2) = ey， y 丰 0， 问 : 能 否 在 直 
线 y=0 上 定义 了 的 值 ， 使 得 了 在 全 平面 上 连续 ? 
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解 ” 因 lim eT x ， 所 以 ， 
y—0 vy 

” Ts 2 六 0， 

令 了 (2， 2/) 一 J 


则 f 在 全 平面 R: 上 连续 ， 
例 3 设 一 元 函数 (x) 在 [a,b] 上 有 连续 导数 ,在 
正方 形 I= [a,bjx [gb 上 上 定义 一 个 二 元 函数 


g (X,Y) = 下 XYy, (Xx, El. 


间 ， 能 否 在 直线 段 X=y， (X,Yy) EI 上 定义 9 的 值 ， 使 得 g 
在 I 上 连续 ? 
解 令 g (xX， D= (yxy 


\fF Go) x=y, (DE, 
即 可 。 
人 证 明 函 数 f(xX,y) = cos XYy 在 二 维 平面 R: 上 不 一 
致 连续 。 


证 “ 取 点 列 入 = (Wnt Vnz), ,= (/ 2a+1Lr， 
V ) 即 可 ， 


- 、 攻 呈 是 玉 中 的 区 域 ， 记 X = (x, 功 ， 0 = (2X1， 
， 称 f(xX,2)=inf{ wx- Xx” x? €D, x € RR 为 点 

人 9D 的 本 二 元 通 数 在 全 平面 为 上 一 致 连续 。 
“证 V Ti ti:ER’, 有 f(x0) < Xi |» f (x) < x 
~ |， 其 中 XED， 所 以 | fx) -了 (Xx2) | 志 | Xi 一 Xb 由 此 


1g 


+ 


得 证 ， 

例 6 设 二 元 函数 了 ,2 在 单位 辐 B= (xX, [x + 
六 <<1) 内 一 致 连续 ,求证 :可 以 把 了 连续 延 拓 到 单位 闭 圆 B= 
(x, 芒 | Xt 和 1 二 县 在 吾 上 一 致 连续 。 

证 VY(Xo,y0) E90B- az + 大 =1， 利 用 柯 西 准 
则 易 千 极限 dm ， Jo = A(Xxo, Wo) 存在， 

(zx.H)EB 

fx.y), X,Yy)EB, 
ACr,y), (xX, EOB, 
即 知 了 在 上 一 致 连 蒜 ， 

例 7 设 二 元 浮 数 了 (x,y) 定义 在 DCR?: 上 有 旦 对 坐标 x 
和 连续， 对 坐标 ?满足 李 交 项 北条 件 ， 即 

1) EL -8 XY) (X,Y ED, 

其 中 了 为 常数 。 求 证 : 了 在 了 上 连续 。 

证 V(Xo, Yo)ED， 芍 察 

| f(x, 8) — fF Xo Yo) JS) fx, 0) ~ fox, yo) 1+ 
t+| f(x, Yo) — f(xXo, yo) | 
因 玫 对 坐标 YY 满足 李 普 希冀 条 件 ， 扩 以 上 式 石 端 第 一 项 有 
| f x,y) ~ fx, yo)| EH y— yo | 

因 了 对 坐标 X% 连续 ， 所 以 ， 对 任意 取 定 的 加，Ve>0，390 
>>0 〈 可 能 与 加 有 关 ) ，VYIXY-Xol|<6， 有 
【f(x,y0) -zt | 过 2。 不 失 一 般 性 可 取 0<<e， 

于 是 V(X,Y): | xX-Xxo|<6,，|y- zo|<<0， 则 有 

| fx) 一 了 (Xu |ELI yy- Yo |+e<e(l+L) 
政 二 在 卫 上 连续 。 证 毕 ， 

思考 ， (1) ”考察 不 等 式 | (x, -于 2 加) 委 | 开 (2) 


令 ff (x, D1{ 
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LE 
FF 


一 了 (2 yy) | +| Toy2) 一 于 (Yo yo)| 行 吗 ? 
(2) 把 ff 对 Y 的 李 普 希 兹 条 件 改 为 作对 坐标 3 过 
续 ” 行 吗 ? 如 有 果 改 成 “了 对 坐标 jj 连 绕 且 单调 ” 行 吗 ? 
《3》 ” 比 命 题 是 人 有 更 强 的 结论 :， 引 在 DE 一 致 过 
续 。” 
例 8 设 f(X,W]) 是 有 界 闭 区域 DCR* 上 的 连续 正 值 函 
数 ， 求 证 ， 存 在 代 二 0， 对 一 急 (xX,)ED, 有 f(x,)>K， 
证 利用 连续 函数 在 有 界 闭 远 上 能 达到 最 小 值 的 性 质 即 


可 证 得 ， 
练习 1 设 
v 1 -22 一 112， 2 人 7 去 ]， 
二 上 X,Y) = { -1 2 2 
Cxp{— (XT 1 ,Xt+ >1, 


问 ， 了 在 团 单 位 圆 上 一 致 连 焉 吗 ? 在 全 平面 R: 上 一 致 连续 
吗 ? 

练习 2 设 二 元 党 数 f(X,y) 在 [qq,bjx[fc,d」 上 连续 ， 
一 元 国 数列 4pn(X) 在 [4,0」 上 一 致 收敛 且 pn(X)€[c, adj， 
求证 ， 一 元 函数 列 gn(X) = 了 (X,qn(X)) 在 [a,b] 上 一 致 收 
伍 。 

练习 3 攻 岂 是 玉 中 的 有 父 闲 城 ，Q(D) 是 D 的 直 
径 ， 即 d(D)=sup{| 和 - y | Es $eD), 求证 ， 存 在 
Xs， ED 使 得 | 殷 |=d(D)。 (提示 : 利用 多 元 连 
续 国 数 在 紧 集 上 的 人 性质) 。 

练习 4 设 f(X,y) 定义 在 R* 上 ， 求 证 ，f(xz,2 在 全 
平面 R* 鞋 连续 的 充 要 条 件 是 对 任何 一 个 有 务 闭 集 DOR, 
f (X,Y) 在 DD 上 连续 . ( 提 示 ; Vo = (X05 Yo) ER’, 侈 取 
收 绒 于 x 的 点 列 { Xs) ,构造 DD = {X, x,, Xs， 次 


i4 


练习 5 证 明 Lebesgue 引 理 ， 设 也 是 妨 : 中 的 紧 集 ， 
sp = (Go) 是 了 D 的 开 柳 盖 ， 则 存在 正 数 p>0， 对 任意 的 * = 
(x, 人 ED， 存 在 开 集 Gs E 多 ， 使 得 以 为 中 心 p 为 半径 
的 邻 域 U(X,p)CGso，。 (提示 ， VX ED，3GsE€ 多， 使 得 
XEGs， 作 U(X ,27:) CG。， 然 后 利用 有 限 必 盖 原 理 ) 。 
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第 十 三 章 “多 元 函数 微分 学 


本 华 内 容 象 单元 函数 微分 学 一 样 是 以 变化 率 为 中 心 展开 
的 ， 由 于 多 元 函数 存在 关于 点 的 极限 与 关于 坐标 的 极限 两 种 
极限 形式 ， 因 此 多 元 微分 学 概念 要 比 单 元 微分 学 复杂 些 ， 其 
中 最 重要 的 就 是 要 搞 清 楚 函 数 可 微 ， 偏 导数 存在 ， 偏 导数 连 
续 与 函数 连续 之 间 的 关系 。 在 计算 方面 ， 由 于 多 元 函数 的 复 
合 出 更 了 错综复杂 的 局 面 ， 给 复合 函数 求 导 《尤其 是 求 高 阶 
导数 ) 带 来 了 技术 上 的 困难 。 在 理论 方面 ， 我 们 利用 单元 连 
续 函 数 性 质 〈 如 介 值 性 等 ) 解决 了 隐 范 数 存在 问题 并 得 到 水 
隐 遂 数 导数 的 方法 。 在 应 用 方面 ， 不 仅 把 单元 函数 求 内 极 值 
点 的 方法 推广 到 多 元 函数 〈 即 善 通 极 值 ) ， 而 且 发 展 为 一 种 
在 闭 集 中 求 极 值 点 的 方法 〈 即 条 件 极 值 的 拉 格 朗 上 日 乘 数 
法 ) 。 

本 章 习 作 课 主要 内 容 ， 多 元 函数 可 微 ， 连 续 及 偏 导 数 之 
闻 的 关系 以 及 复合 函数 及 隐 邓 数 的 求 导 方 法 。 

本 章 习 作 课 训练 要 点 ， 

1。 要 求学 生 搞 清 可 微 ， 连 续 ， 偏 导数 存在 与 偏 导数 连 
综 之 间 的 关系 。 

2。 要 求学 生 熟 练 掌 握 复 合 函 数 与 隐 函 数 的 求 导 方 法 ， 
初步 掌握 进行 变量 替换 时 求 导 的 方法 。 

3。 初 步 了 解 隐 函数 定理 的 应 用 ， 

4。 学 会 求 多 元 函数 极 值 的 方法 。 
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和 


本 章 习作 巢 基 本 内 容 分 下 面 几 个 题 且 。 


8 1 微分 学 概念 


下 面 的 例题 对 于 搞 清 可 微 ， 连 续 ， 偏 导数 存在 ， 偏 导数 
连续 之 间 的 关系 是 有 好 处 的 ， 
例 1 (1) 函数 在 一 点 的 偏 导 数 存 在 ， 但 函数 在 此 点 不 
一 征 可 微 。 例 如 
[—2 (X,Y (0,0), 
f(x) = VX + 
\0 » (X,Y) = (0,0), 
在 点 〈0,0) 连续 上 旦 及 (0,0) 与 扣 (0,0) 丝 存在 ， 但 于 在 (0,0) 
上 所 不 可 徽 。 又 如 


f(x yy) - (x (X,Y) TE (0,0), 


【0 4 (X,Yy) = (0,0), 
在 握 〈0，0) 不 连续 因而 不 可 微 ， 但 (0,0) ， 有 (0,0) 存 
在 。 
(2) 阔 数 在 一 点 沿 任何 方向 的 方 和 站 导数 都 存在 ， 但 函 
数 在 此 点 仍 不 一 定 可 微 ， 例 如 
2XY" 


{ (X,Y) (0,0), 
f(x) = 1 +Y 
(0 ， (X,Y) = (0,0) 
沿 任何 方向 2 的 方 同 导数 都 存在 ， 有 
Ovf (0) 一 1 COS 
\ 90, CoS t=0, 
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其 中 29= (cosg，sing) ， 但 j 在 (0，0) 点 不 连续 因而 不 可 
微 。 

(3) 函数 在 一 点 的 偏 导数 存在 ， 但 函数 在 此 点 沿 任何 
方 疝 〈 除 去 平行 于 X% 轴 与 3Y 轴 的 方向 》 的 方向 导数 不 一 定 存 


在 。 例 如 
色 十 21， X=0 或 31=0， 
f (x,Y) 一 其 它 点 
有 .40,0) = 访 (0,0) =1， 但 了 在 (0，0) 点 沿 任何 方向 2 
《除去 2% 轴 与 2 轴 的 方向 》 的 方向 导数 都 不 存在 ， 
《3) 衣 数 在 一 点 可 微 ， 但 函数 的 偏 导数 在 此 点 不 一 定 
连续 。 例 如 
f (xz+ 3)sin 一 一 一， (X,Y) (0,0), 
fx) = | VX +Y 
0， (X,Y) 一 (0 0) 


在 全 平面 R* 上 处 处 可 微 ， 但 了 的 偏 导数 在 点 《0，0) 不 连 
续 。 

可 微 ， 连 续 ， 偏 导数 存在 ， 偏 导数 连续 之 间 的 关系 可 总 
结 如 下 : 

1” 重要 结果 ， 偏 导数 连续 一 六 可 微 。 

2 ”可 向 > 过 全 


人 


偏 导 数 存在 
下 例 中 的 函数 有 点 古怪 ， 但 对 可 微 函 数 很 能 破除 一 点 模 
例 2 证 明 ， 函数 
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加 X:+Y*， (X,Yy) = 有理 点 ， 
f (X,Y) 一 | a 
0 ' (X,Y) 一 其 它 癌 ， 
仅 在 原点 (0，0) 连续 及 可 征 。 
证 ， 用 偏 导数 的 连续 性 可 证 明了 在 (0，0) 可 微 。 然 后 


证 明了 在 任 一 点 (Zoo 二 (0 0) 和 不 连续 。 
例 3 芭 四 (人 力 在 局 (Xutj) 连续 ， fy 功 在 点 (X0， 
yo) 存在， 求证 ; 了 在 点 《X62) 可 微 ， 
证 有 Ax= 了 jxzo+Py yo+Ra) -F(Xo, Yo) 
= [fx 二 PT 一 于 (x+ 六 1) 
+ [f(xo + hi, Yo) ~ (Xo Yo) 
=f, (xo +h,yo +0h,) +f: (Xo Yo) +oh,), 
/ 0<0<1。 
由 此 即 得 本 题 。 
例 4 设 了 (X,Y) 定义 在 I=[a,b] x[c,d] 上 上 ， 且 


5 Ww, 太 在 I 上 连续 ， 求 证 , 了 对 2 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 


即 V (X,Y)，(X,Y2) EI，3L>0 使 | (XY) - (X,Y,) | 专 
Ll y,—y,|. 

证 ” 任 取 定 XE[La,b]， 考 成 一 元 函数 f:(y) = 有 (X,Y)， 
即 把 了 看 成 是 关于 2 的 一 元 函数 ， 对 它 利 用 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 ， 并 利用 二 元 连续 函数 了 fx, 幼 在 财 区 域 I 上 的 有 个 狂 邵 
可 得 证 。 了 

例 5 我 们 知道 ， 函 数 2=j (2 力 在 点 (Zoo) 可 微 时 有 
下 式 成 立 ; 

f (Xo th, yo +h,) ~ fo, Yo) 
= Ah, + Bh, +o(v hi ih’), (* ) 


19 


其 中 及 = (hh,h,) 三 0， 及 ，B 是 仅 依赖 于 X。， 的 第 数 。 
试 证 ;存在 函数 wh,h,) ， wh,,h,)， 有 


lim ww] Ch, ,h,) 二 0 (0 ,0) 一 0， 
(hi,h,)~>0 


lim ,hh,) = ©,(0,0) = 0; 
(h, h, ) -0 


它们 能 将 等 式 〈* ) 变形 为 下 列 命题 ，vh= (hi,h,)。 
f (xo rh Yo +h,) — (Xo, Yo) 
= [A+ow h,,h,)h, + [LB+o,h,,h,) jh,, 
证 由 (*) 式 知 04h))=1hlo"(h)， 其 中 


lim ww" (h,,h,) = 0. 
(hi.h,)—0 


站 hh) = fo * hh,,h,), hi,h,) (0 0)， 
~ ry 9 一 
™ '” 2 lo, (hi,h,) = (0,0), 


则 lim wh,,h,) =o(0,0) =0， 于 是 ，VR= (h.,h,)， 有 
(h; ,hh,) ->0 


f (Xo +h,,y,o + h,) f (Xo , Yo) 
= Ah, + Bh,+| hlo(h.,h,) 
当 (hi,h,) (0), 0 有 


nl- i] .21 | h) = 
Ih|= Rt hh leh 
hiw(h) h,2(n) 
一 h, 十 hn 
Ra nl 
f he) nh = (h,,h,) 0, 
令 oD=1 Ih 
人 0， h= (h,,h,) = 0, 
[ on h = (h,,h,) < 0, 
W,(h)= 1 | 
\ 0, h= (h,,h,) =0， 
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本 “ 


命题 得 证 。 

例 6 DX =XY), X= (XY), h= (Ax,Ay), 
L(xosh) = AAx+BAY 虹 AXY，Ab 的 二 元 线性 实 值 函 
数 。 证 明 ， 二 元 函数 了 X,Y) 在 点 X= (Xosy,) 可 微 当 且 仅 


当 f(xXo+h) fx) = Lx,h) +oldh) 
起 lim {Xt 一 fx L(x,h) -0 
As ih| 


其 中 记号 及->0 表示 及 = (hi,h,) -> (0,0)， 
例 7 命题 ，“ 设 二 元 贰 数 fy) 定义 在 区 域 DcCR 


上 ， 有 3 (x; 衣 =0，(X, 态 ED， 则 二 元 函数 (X,Y) 与 9 


无 天” 对 吗 ? 


考察 下 例 。 记 T= {XxX,D|X>0,y=00，D=R’-I. 
今 . 


f(x, = 1 Xx~>0,y>0, 
0，DD 中 其 它 扣 ， 


” 易 知 在 DD 上 连续 可 ML TC =0, (X,Y) ED ， 但 
f(1,1) =1;f(1, 一 1) =0， 和 于 是 知道 了 与 yy 有 关 ， 
练习 1 设 二 元 函数 f(x, 奶 的 两 个 偏 导 数 -9，-9， 


9y 
在 点 xu) 的 邻 域 内 处 处 存在 且 在 该 点 可 微 ， 求 证 : 
of of 
OX0Y (Xo, Yo ) Oyox OX (XosY 0) 


此 题 条 件 比 书 中 定理 条 件 要 蝇 一 时， 证 了 明 可 仿照 例 3 的 
方法 进行 。 
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练习 2 设 二 元 函数 (X,Yy) 定义 在 包 含 原点 〈0，0)》 
的 区 域 DCR* 上 且 满 足 条 件 | f(xX, 访 | 二 X + 太 。 求证 


f(x,y) 在 原点 《0,0〉 可 微 ，。 2 
练习 3 设 / 
{~ (X,Y) (0,0) 
fx = 1 2 二 
0， (X,Y) 一 (00) ， 
X= XL), 
(ydy ” tE[e,6] 是 通过 原点 0,0) 的 任意 的 可 向 


线 ， 这 是 说 要 X(0) =y(0) =0, X(t) +y(t) 丰 0，YV0 寺 tfE 
[esB] 且 x(t),， Y(t) 可 微 ， 求证 : 函数 X(t), Y(t)) 
在 [c,B] 上 可 微 。 但 函数 f(xz ,2 人) 在 原点 (0,0) 不 可 微 。 

(注意 ， 要 证 一 元 国 数 xb (人 拉 ) 在 t=0 点 可 微 ， 
但 二 元 函数 了 (X,Yy) 在 原点 (0,0) 虽 连续 但 偏 导数 不 在 
在 ) 

练习 4 设 二 元 函数 了 (X,Y) 在 点 (XosYo) 连续 ， 二 元 
阔 数 9 (X,Yy) 在 点 (XosYo) 可 做 且 g(XosWo)=0， 求证 ， 
(XxX,D9(X,y) 在 《Xosyo) 可 微 且 

dLf (X,Y gx, Jr) = [Lf X,Y) dg (X58) Jr,y) 


$ 2 微分 学 计算 


微分 学 计算 是 本 章 重 点 。 复 合 函数 与 隐 范 数 微分 法 又 是 
微分 法 的 难点 ， 特 别 是 高 阶 导数 的 计算 学 生 更 易 出 错 。 可 以 
提醒 学 生 注 意 以 下 几 点 。 

(1) 初学 复合 函数 求 导 时 ， 可 利用 所 谓 “ 锁 链 图 ” 帮 
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助 学 生 理解 ， 以 免 丢 掉 一 些 项 ， 例 如 
Ca) wu=f(0), X=gSb), ~E J 


~ f 
X= 9 V4 
Cb) ES ~ 
一 ， ) 


X= 9(s,1) S —— f 
(c) w=f (X,Y), (yb, ; NA 


u 
9 
乌 链 图 : 
路 让 ,之 A 
y 
X= p(s,1) pA 
a 一 9 :t 9 f 
Cd) w=f (x,Y,t) (ys. WA 全、 
锁链 图 ， > 4 
A 


(2》 复合 函数 锁链 法 则 中 (例如 上 式 (c》》 有 -%- 
Ou or ,ou ol ou ou om ,ou 9y 


| [| rm == pe —— Et [| 和 | ss 


~ ox of of dt’ Os dx ds dy ds/ 
右边 加 项 的 个 数 等 于 函数 了 的 坐标 分 量 的 个 数 ， 而 每 一 加 项 
中 乘积 因子 的 个 数 等 于 复合 函数 的 个 数 。 可 用 这 个 原则 来 检 
查 计 算 时 是 否 于 掉 一 些 项 ， z 

(3) 求 高 阶 导数 时 最 容易 丢 挤 一 些 项 ， 究 其 原 因 ， 丽 
人 是 对 复合 国 数 的 一 阶 导 数 式 子 左 石 两 边 各 项 的 函数 关系 理 
解 不 够 所 致 。 我 们 以 上 式 〈c) 为 例 来 说 明 这 一 点 。 
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对 于 复合 函数 的 一 阶 偏 导 数 公 式 
Bu -ou Ox ,Ou OY 
OS OX 95s Oy os 
要 特别 注意 两 点 ， 
(a)〉 上 式 两 边 比 的 含义 是 不 一 样 的 。 左 边 的 和 表示 已 
经 复合 的 泡 数 ， 即 = 了 (9(s,t)，yw(sS,t)) 。 右 边 的 和 表示 
还 设 复合 的 函数 ， 即 = f(xX,)、 
Ou OW 


(b) 上 式 两 边 都 在 点 (5S,t) 公 取 值 。 因 此 ， Hx’ 07 
应 理解 为 先 把 f(x,y) 对 x,y 求 偏 导数 ， 然 后 再 将 % = 9 (8， 
1) 9 y= ys,t) 代入 和 而 得 的 值 ， 可 记 作 au (p(s, t ) s 


《* ) 


ye (9 (sst)，(s;t))。 即 应 把 它们 看 成 是 经 过 
中 间 变 量 %，?2 而 成 为 $8，t 的 复合 函数 。 而 学 生 往往 把 它们 
理解 成 Xx，Y 的 函数 ， 从 而 在 求 高 阶 导数 时 常常 出 错 。 

由 《#* ) 式 容易 得 到 下 式 


p(sS,1)) ， 


OW 0 /ou \ox GO /ox \ou 
ee + 
+ 入) 蝇 + 革 (六 ) 芝 - 
这 里 = 3 和 号 让 3 过 大 概 没 有 
疑义 .然而 -~-( 5)，- 呈 (35 ) 应 理解 为 已 经 复合 的 
沙 数 
Ow / 


Bx ‘Pls, ;1) ,p(s, D) ) ,TS (ys t) ,vy(s,t)) 
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对 自 变 量 s 的 偏 导数 ， 由 复合 函数 的 锁链 法 则 应 为 
0 | oz 本 | 
| BC (8,t) ,六 (St) ) 

9 人 Ou oO 9 /ou 94 

EE 0s oy \ Bx / OS 

(* *# ) 

0 -| 3 
os! 
0 Ou \ ox 0 Ou ay 
-SS 


上 式 右 端 各 机 了 于 角 丰 (s，t) 点 取 值 。 例如，: SH 
a 
-3 3 ) 应 为 


了 2 人 3 eT :把 4*) 


式 中 的 刀 换 成 4s-，- 呈 4 节 得 《*…*) 式 。 这 个 穷 门 的 条 件 是 


替换 的 函数 应 都 是 未 复合 的 函数 及 其 偏 导数 ， 即 函数 4 应 理 
th 


(PS,1) ,YS,t) ) | 


sp (Ss,L)) 雪 


。 复 合 图 数 微 分 法 


， -TXT 2 
例 1 《1) 坟 w=1(s,0), Ss= 7 t 2Z* 
owu Ou 
求 OXOYy OZz2“” 
(2) 设 UU=f(SLY), S= D(X) t= VX,Y)., 
” Oy’? Ox ” Oydr ' 


ou 1 Ou Ou _ ~ Ou 
解 (1) OX Yos’ oz 2 oft’ 
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94 -9 (2 Ge 


OXoYy ox \y 05 y* Os YY oy \ os 
1 Ou -L 1 9 一 % Ou 
os yz gsot ys 08 
04- 2 ou 2 (EY) 
902: Zz: ot ZY Of \ gz 
~ 2Y 9u yy 0 
2 Of 2 Of" 

(2) ax Ou Os ou ot 
o 0s ox ot 0x 
Ou _ Ou 9s ,ou 9 ,of 
oy os oy ot oy 6° 


上 式 右 端的 记号 5 天 示 未 复合 的 函数 x- f(s,t,Yy) 对 要 的 


OW du ds 98 ， ou as ot 
Oyox 0s: ox dy Osot 907 ox 
at osg ot om ot oat, 
Otos ox oy ot: ox 
和 
0s oyox 9t oyex ox Oy 
例 2 信 X= Vw, 2 = \ ?OU ， = WV 。 且 记 


上 (2 2 320) 一 了 (~ VW ， v“ 2102 ， VA wv WO )， 求证 
Xf + yfyt zf = wb VP + WwF,. 


、 ， / 0 MD 4 
证 uP, = ht ~ uD f: 
VF! _ ft fi 


?6 


wh = wv 二 和 -i 六 


三 式 相 加 即 得 ， 

例 3 设 二 元 可 微 函 数 F 在 直角 坐标 系 中 可 写成 F(X,2) 
= 了 (X)g(y) 二 0, 在 极 坐 标 系 中 可 写成 F(r cos 9, rsin90)= 
h(r),， 求 F(x,y) 


艇 由 0- 0 


= 了 ui (—7 Sint) +f(x)g’ (Y) (r eos 0) 


XX 


> 4X) -9 ( 功 _ ) -Ce 2 
Xf YoY) >](X)=Ce * ， 
Ay? 
g (Yy) =C,e . 9 
A (rx? 2 
> F(X,y)-=Ce? Sy .7 
ZX,0)=X 
例 4 求 方 程 -< -x+y 满足 条 | 
2 满足 条 件 z (0,) = 
解 Z (X,Y)， 
GO /02\ 
解 由 -TS +9 
GZ Yy” 
=—> 3x = XY+ 十 多 (X) 
2 2 
一 -一 > ZX ) = + (x) + YY) 
{> (0} + yw»(0) = 
zDD = 0 t=0 


=—> oNX) +YY) =X+Y, 
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故 2 (X,Y) = +xX+y, 


例 5 有 入 .=f(x,Yy) 满足 方程 So - 3 =0 及 条 件 


fx.27) = 站 (2 =X2 5 求 fay(X,2X), fr X22X) 。 
解 因 w= 了 (X,Yy),，Y=2X， 由 复合 函数 求 导 法 则 


一 > du -9j (X,2X)+2 -3 (X 2X)， 
dx ox 
-一 一 二 一 :一 一 一 一 一 一 二 工 
四 dx dx 


Ae2 


2 
_ diw -0 2 
驻 知 = 2X) 二 4 yy Xs 2%) 二 
0 
t+ 4 -a (X27X) 


__4 oF 
5 | 7 2X) 


Of 4 0f 
= 一 之 全 ) 十 一 - Sx (X, D) = P(X) 


O 5 
2 人 
一 之 P(X)-= 1 
1 9f 4 of 
1 -67 (X， 2) + 3 (X,Yy) = G(X,Y), 
有 G(X,2X) = 9X) 
且 0G (X,2X) =0, > 0 (xX) ~ 90 (x,ox) 


0y OX 
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! 


| 


Of xy, 9X) + 4 0° (x 9X) = 0 (X) 
OXOY 5 
9 of | __4 
本 2X) Oy: (X， 2X ) 了 
Of 5 
Hx ~? 2X ) = — 人 Xv， 
尼 题 对 于 搞 清 复合 函数 求 导 时 ，“ 复 合 ” 与 “ 求 导 ”的 
次 序 关 系 是 有 好 处 的 。 
2 
练习 1 (1) 设 = (XY)*， 求 SY., 
、 ， ~、 Ow ow 
(2) 设 WwW= 了 DD, t=X++2, 求 zr Gy 
练习 2 (1) 设 w=f(S,t), SsS= p(X), {t= yy(Y), 


求 


Ou 9 7 
9X 0X91 
(2) 充 w= f(X,Y,Z) 9 X= 9(s,1) 3? Y=»(s,t) 9 


Z=W(s,t), 求 Su 3 SL. 
: X= 0 
练习 3 设 | 满足 柯 西 一 魏 曼 方程， 
y=Y(s, 1) 
1 OX 9y 
Gs ot? 
| OX 93 
\ t 0s 


全 


w= (X,Y), 让 有 明 、， 


只 + 问 -( 绊 -名 )( 等 )+( 莹 )) 
练习 4 《〈1) 设 二 元 可 微 水 数 在 直角 坐标 中 可 写成 
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下 (xD = 了 (X99 (用 六 6， 在 极 坐 标 系 中 有 写成 了 上 人 C0S0， 
7Sing) = 六 (人 ， 求 正 (X1) (等 :F (X,Y) = Ci ). 


(2) 设 二 元 可 微 函 数 &= F(x,y) 满足 方程 
Ou Ou 
Tox TY oy 

证 明 ; F(X, 奶 在 极 坐 标 中 只 是 9 的 函数 。 


练习 5 设 W= 了 xs), 且 -5i(x,X =x 
2、_ 了] a of 9 se of 1l 

1 (XX ) =1, 求 5 (YX) ( 管 ， Dy? x) L )。 
练习 6 设 d= 了 (xX,y,2) 满 足 方程 


作 变 量 替 换 上 =XY，7=2-X4，6=2-X， 求 上 述 方程 的 解 。 
下 = -YXY2-%) 92 是 任 划 可 人 敌国 数 ) 。 
。 人 隐 函 数 微 分 法 。 
由 | 设 上 (X-2，8-~-2)=0， 问 在 何 处 仓 在 隐 函数 
_ wy O02 02 0% 
Z= (X,Y), 并 求 OX ， Oy ， OxoY 人 
解 ” 当 点 (X,Yy) 使 得 9 下 关 0 时 存在 隐 范 数 。 且 有 
oz OF 0z 0 了 ~OF 


Ox dF OF 


内 AF (xX-Y,Yy- ZX, y)) ~ 9.F (X ~Y, y -ZX 人 )-92 


OX 
=0 
0 
一 > 3 Bu (OF) + P02F ~ 
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例 2 过 — OF (0,8) 了 。 
X= COS 9 COS 
171=Ccos 9 siny 

之 = SI 0 


问 在 何 处 存在 隐 函 数 z= z(x,y) ， 并 求 全 和。 
i 


解 ” 考 罕 人 
~ ly=cospsiny 
0 (Xx, . 
因 $= -SIN ¥ COs9p, 
所 以 ， 当 sin p cos gp 失 0 时 存在 反 函 数 { ， 
2=Sin ， 得 到 隐 函 数 2Z=sing9(X,y)， 且 
92z _ LQ Oy 
DX “COS P) ds 
O02 _ Op \? 0? 
$= sinv (8E) +cosr(a) 
再 由 (7 dP _ COS 力 
: Y= co0s osiny OX singp” 
op _ _ Siny 
OX COS 0 
一 > 9.9 _ _ Sin’* yw sin? +COS $ Cos 
z oxX: Sin’ 9 COS0 
OZ_ _ Sin20o -+ CosS 9 COS2V 
OX Sjn 9 
pl 3 设 ( 
= XSinat+ycosa=l (a), 


代入 
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00 入 并 证 


2 
癌 在 什么 条 件 下 能 由 上 式 确定 隐 函 数 | (x 
明 ，z(X,y) 满足 方程 《5 和 2) + (3 之 ) = 2 


解 ” 易 知 当 了 六 (os 挟 -%cosaw-zysinc 时 能 确定 隐 函 数 
2=2( 和 2 人)，w=aX 力 。 代 入 第 一 式 得 
Xecosa(lx,y) +ySina(x,y) +lnz(x,y) =f(a(x,y)) 


之 COS XT+T (一 -sin axS2 + (COS Qa)Y Se + 二 2 
=f (@-S2 
=> 92 _ _z cos ca， 同 理 92 - -zsin ca， 由 此 即 可 完成 
OX 90y 
证 明 . 
例 4 设 纪 = 了 (X,Yy,zZ,ty， 其 中 点 《X,Y,>,t) 满足 方 
程 组 
(0 =0 mp 
hl(z,t)=0 


间 在 什么 条 件 下 能 将 4% 变 为 X,Y 的 浮 数 纪 =(X,Y)， 并 求 


Ou ou 
Ox” oy°' 
ww OO(g,h) 2=2(y) 
解 当 与 全 订 过 0 时 ， 存 在 隐 函 数 [io 代 


入 于 ， 得 到 隐 函 数 = zy 2(j CD)) ， 且 


9 _ 9 ou_ of of dz 9f 过 
xX ox’ 9y of oz dy ot dg 


中 


0g ,0g dz ,0g dt _ 
又 {9 9 209) 9)) = 0 (oy oz ay! of dv- 


h(z() ,ty)))=0 1 / 
oh dz , oh dt 


0z dy of a 


_ 99 oR 909 dh 
> UZ Oy of di_dy 35z7 
dy 9(g,h) dy 6d(g,h) | 
0 (2,1) 0 (2z,t) 儿 
9 (h, Ff) 
所 以 9u of 0(2,1) 
Oy +3 0 (9g,h) 
O(z,t) 
、 XU 一 ID=0 _ 
练习 1 设 | 问 在 何 处 存在 隐 函 数 
ZUTXD=T 


入 与 全 并 求 它们 的 一 阶 偏 导数 。 
= V(X,Y) y= 2112 v) 
练习 2 设 z=y+Xxgp(z)， 问 在 什么 条 件 下 能 确定 隐 
也 数 之 = Z(X,Yy)， 并 证 明 ， 隐 六 数 满足 方程 
GZ 9 / Da(2z 92 


ox: 01 ys \T “707. : 
此 方程 是 拉 格 朗 日 方程 S 世 = -ar(w"(z)9 尼 ) 当 
一 人 Br = OFF- Oy 
?32=2 时 的 特殊 情形 。 
练习 3 设 了 (X,Yy,2)= XY2Z3， 且 点 (2 z12) 满足 方 


程 2X2+ 防 十 22 一 3X212 = 0， 《 米 ) 
(1) 问 在 什么 条 件 下 能 由 方程 〈( 米 ) 确定 隐 着 数 
2=2Z(XZ 2) ， 并 求 f.(1,1,1) ( 舍 :; fC(1,1,1)= 0) 


(2) ” 问 在 什么 条 件 下 能 由 方程 ( 米 ) 确定 隐 范 数 
4 


y= 2 2)， 并 求 所 (1 1,1) ( 答 ， (1,1,1)= 一 1) 


练习 4 求 下 列 方程 确定 的 隐 遂 数 2= z(x,y) 的 偏 导 
数 。 


. . _ pe O02 92 

/ 《1)” 设 F(X-y,Yy 一 ZZ 一 X)=0， 求 37’ 5: 
( 答 ， 0% _oF -oF 2 -= SS 
Oo 0-OoF” Oy OF -oF 


2 
(2) 充 F (XZ, yz) = 0， 求 9% 


OX2。 
OZ -3 / 1 
管 ，; OX? = ~ (XQ.F+ y9,F) YZ:((0.F oF — 


20.F «OF. OF+ (OF)0,F)— 


— 2Z(XO,F + y0,F) (uF):|). | 
练习 5 设 水 数 4&= 4(X》 由 方程 组 


(=f (X,Y, 2), 
4 g (X, Ys Z) 一 4， 
h(x,Y, 2) 一 0 。 


,D、 站 
业 定 ， 求 “。《 答 2 全/ 人 全) 

3。 ”进行 变量 替换 时 的 微分 法 ， 

在 含有 未 知 范 数 2=2(x,) 及 其 偏 导数 的 偏 微分 方程 
理论 中 ， 常 常 第 要 进行 变量 兰 换 把 方程 变形 以 便于 研究 。 最 
常见 的 有 下 面 四 种 变换 ， 其 中 两 种 仅 对 函数 的 自 变 量 x*,y 进 
行 变换 ， 即 设 

放生 


[i EX, 1) 
Y= Y(5,7) 


n=7(X,Y), 
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另外 两 种 是 把 整个 变量 {X,z 2z)} 换 成 新 变量 {5,D,X ， 即 设 


X= XE, DN, 1), E = E(X, YZ), 
43Y=Y(EDU)， 或 17=7(X,Yy,2)， 
Z=2(E,n,Y), UU= UX, Y, 2), 


并 要 求 能 确定 入 是 ,7 的 水 数 ， 即 存在 和 = Ww(5,n) 。 进 行 
上 述 变 换 后 ， 就 能 把 原来 函数 z= z(X, 胃 ) 及 其 偏 导数 满足 
的 关系 式 变换 为 新 函数 &=34(5,7) 及 其 偏 导数 满足 的 关系 
式 。 下 面 我 们 利用 复合 函数 及 隐 函 数 的 微分 法 则 找 出 它们 之 
间 的 关系 。 


(Qa) 


4 


fe 
Y= 2 7)》 ， 


O02 92 907 92 9y 


于 是 有 


C0< CC< UY O(Y,Z 
| dE ox OF dy 55 dz _ es 
oz 0 Ox.92 9 OX 9% 
[lon dx 67 dy dn 9 (577) 

_ 0(z,X) 
92 90,7) 
0y 9 (X,Y) 

9(E,7)) 


把 上 式 代入 原 关系 式 中 就 得 到 新 变量 {#,17,z} 及 其 偏 导数 之 
间 的 新 关系 式 了 ， 


例 1 设 z=2z(x,y) 满足 方程 92 _92 - 


or oy 
etn 092 _ 92 9Z 
设 f 2 or GF 07 _ 
| 上 一 有 18z oz oz 代入 原 方程 ,得 到 
2 Oy 05 07 
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新 函数 2= 2z(5,n) 应 满足 的 方程 为 5 = 0， 由 这 个 方程 容 


易 求 得 解 为 4= pgp(E)， 于 是 原 方程 的 解 为 =p(X+Yy)， 其 
中 9 是 任意 可 导 国 数 。 

、 E=E(X,Y) 

区 的 2)， 
oz _02 98 92 On 


Ox 0 OX on ox i 
oz 9z 98 0z on 直接 代入 原 关系 式 就 得 到 新 


dy 5 0y dn gy’ 


变量 {5,7,?) 及 其 偏 导 数 之 间 的 新 关系 了 ， 
例 2 设 =U(Xx,t) 满足 方程 


(b) 于 是 有 


~ 06t? “ox 
Ou _ OW ,0% 
E=X-at [fot “0E “457 , 
(n=x+at, 有 \ gn _ou .0u 代入 原 方程 ， 
OX OF 01， 


得 到 新 函数 = Ww(E,7) 应 满足 的 方程 应 为 fy = 0, 由 这 


个 方程 容易 求 得 解 为 和 = p(E) + 少 (m)， 于 是 ， 原 方程 的 解 为 
uu=9(X-at)+yp(X+at)， 其 中 Wg, 是 任意 的 具有 二 也 偏 
导数 的 函数 

《c) 议 


色 = 和 (ET UW) 
49=Y(6.7, 4) 
< 二 Z {i, n, WU) 
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第 三 式 左 端的 2 是 X,Y 的 函数 ， 即 z= Z(X,Y) ， 把 第 一 、 
二 式 代 入 第 三 式 ， 得 到 

Z XEN HU) YUEN WU)) = ZE, 1, 2)。 
然后 令 


DE, NU) = ZLXE, NU YE NU -ZE, 1, 1)1, 
若 $0, 则 存在 隐 函 数 =U(E,7) ， 把 它 代 入 BD， 得 到 


恒等式 
ZLXCE, TN, WEN YE UE DN) T= ZE, n, WE, 71)) 


然后 把 上 述 恒等式 分 别 对 三 九 求 偏 导 数 ， 就 可 找到 Se， 


5 与 5， 各 之 间 的 关系 。 实 际 运算 时 ， 只 要 把 第 三 式 


友 央 的 了 和 成 是 中 2 z(x,yY) 通过 中 间 变 量 xX, y 而 成 为 
8,7 的 复合 函数 ， 而 把 右 端 的 看 成 8，7 的 函数 ， 然 后 分 别 
对 睛 7 求 偏 导数 即 可 ， 

例 3 设 z2=2z(X,2 


0 2 


“ox + = Y 


。 易 知 当 7 寺 0 时 存在 隐 函 数 人 = WW(E,)，。 


对 求 导 .~ 
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~ 0 -nn: ou 


EE ip 


(I+EN): 07 (T+un): dF" 


由 7 =Z(X,Yy) 及 1 7 .对 7 求 叶 、 
Y= 1+én 
9 之 ep » QU 
X 3 2 3 = 之 2 9 5 
由 此 得 到 与 原 方 程 等 价 的 新 函数 满足 的 方程 
1 . Ou _ 0 
(1+27) 07 
Ou 


即 7 = 0 易 知 它 的 通 解 为 w= 9(E)， 于 是 原 方 程 通 解 为 
1 1 1 _1 
ZZ xX p 二 

其 中 9 是 任意 的 具有 一 阶 偏 导 数 的 函数 。 


(da) 
E=E(X,Y, 2), 


n= 7 (X,Y, 2)， 

WU= U(X, YZ), 

E=E(X,Y, (X,Y))) 
7=n(X, YY 2X,Y)), 
X=X(E,n) / 


0 (&, 7) 
则 行 古 隐 颖 
如 果 -5 天 0， 则 存在 隐 函 数 { ce 再 代入 


Z(X,y) ， 就 知道 存在 新 函数 入 = uu(8,w) ,再 把 第 一 ,二 式 代 
入 上 式 石 端 ， 把 它 当 作 第 三 式 左 端 入 而 把 第 三 式 石 端 中 的 
2 将 成 光 ,3 的 函数 ， 即 

u[LE(X, Ys ZX,Y)), NX,Y, 2 (X,Y) = UX, Y, 2 (X,Y)) 
然后 分 别 对 xX,y 求 偏 导 就 行 了 。 
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把 = (X,Y) 代入 第 一 ,二 式 ， 得 到 | 


例 4 设 2z=z(X, 1 满足 方 往 


O02 02 OZ _0 
gr 0x9y E779 Ey 


人 3(E, 1 
， (EN) i 
设 47=%X-y， 内 7 2 六 0， 故 存 在 隆 函 数 
WU= XY-Z, 
W= UE, NN) 竹 
5 = 人 十 YY 对 之 求 导 
由 xy 及 xy 
92 -9& 0% 
yax of 07 
: 上 = 区 十 攻 对 # 求 导 
?= 光一 
92 OW OW 
“Ty dE on 


~ O02 94_ Ou 9 
Ox: 02 OE0n On:” 
Oz _ _OW, ,ou _ 0 
OF OF “o£0n Om 
OO? 之 Ow -1 


5875 


故 原 方程 等 价 于 新 方程 = 二 ， 马 知 它 的 通 解 为 


Wt + E29 (nN) +») 
故 原 方程 通 解 为 
(T+ 
4 


Z= XY -+ 人 WD-PX-D, 
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其 中 P， 乡 是 任意 网 个 具有 二 阶 依 导数 的 函数 。 
OZ 922Z 、 [i 0 ， 


iL 


例 5 dzwit+57=0， 设 把 上 述 平面 直 


y=7Sin yg, 
角 坐 标 系 下 的 拉 普 拉 斯 方程 变换 为 极 坐 标 形式 。 
OZ OZ 9z 


{07 = 3 cos + By sin 0 ， 


解法 1 Laz 


0 
和 sin 0) + 5y (7 COs 6) 9 


3 7 
wy OZ 0 
92 -92 sj 0， 9z Lost 四 何 守 a oY 


呢 ? 

一 种 方法 是 这 样 的 : 

dz 9 /dz Oz sinb 

5 了 = 汽 (cos s 

_ 9 /02 0z sint\or , 9 /92 
dr i CoOs0- 30 -7 /Se 5 
_ 0% Sn Oe 
08 7 /Ox 


coSs 0 - 


Or 00 
然后 用 下 法 求 出 “，5 二 。 


=7(X,Y) 
确定 反 函 数 人。 ， ”代入 


人 
= 0 (X,Y) 


y=rSing 


1 = O7 Cos + 0 (rsind) 
. ) 1 | OX oe 
X=7(X, YCOS VX, YY) 
Or 00 ， ... 
0 = By cos Ot oT (一 7Sin 0) 
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= Or oin 0 + 00 (reos0) 


OX OX 
y=7r(X,)Sin OX,y) SS 1 Oy 0 
om 本 (7 COs 0) 


由 此 解 得 
90 _ cos0 
Oy 7 * 
刃 一 各 巧妙 的 方法 是 这 样 的 《回忆 本 段 开 始 所 讲 的 容 
门 》 : 1 ) 
_ OZ S1m | 之 
把 式 子 3 = S37 c9S2 - 50 s 和 的 2 换 成 3 


Se 


OZ ) COSY Oz 
90 rr +r 07* 7 9701 


_Sinzl Oz 2sintcost oz OZ Sin’6 


7 dg. 7 DO 37 7 
同 理 可 得 元 最 后 得 到 家 坐标 形式 的 平面 拉 普 拉 斯 方程 为 
3 


DZ nr ne- 9.z Vor0 2 Sir 


X=7COSO ( = (COSO) dr — (rsing) db 
dy= (sing)dr+ (r cos0) do 
ydr= (cos Dadx + (sin 0) dy | 


解法 2 ee 


ly=rsing 
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2 92 sing 0. 
dZ= ardr 十 d= (eos jdxT+ 
/， 0102 608S0 0 
+ (sin nO + dy 
O02 _02 GZ sing 
{ ox dr oe o00 rr D22 O22 
(92 -92 ing+ 2 COsU a 9 
9y or r 
T=7COS0 
解法 3 把 | ,0 代入 2 (x, 奶 。 得 到 
GZ _ 0 ,0 
Zr = Sreost 二 dysine 
92 02 OZ 
50 x‘ -7 Sin 0) 十 57 (7 C00) 
2 2 
求 “人 了， 各 ， 得 到 
0:z 0 /02 0 /oz \. 
Ee Cr (5y jsin4 
- /022 OZ  . 人 /02 
=( iCOSO+ DOD sinb )cos 0 + ($8x COSO+ 
本 0:zZ ， . 
+ singjsin 
_ 922z 2Z GO22Zz ， 2 
0x Oxy yj 
sz 7r2gin209_Z 一 272Sin 0 cos 0 十 了“eOS- 092z _ 
人 OX 5 Oy’ 
_ 702 
有 or 
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a O20 022 1 92z ， 1 02 
由 此 得 到 tmnt 55 了 机 
dim, Om Om 
例 6 53 
X=7 Sin Wceoso, 
1 y=7 sin 9 sinb, 
Z=7 C0OS 9, 
把 上 述 空间 直角 坐标 系 下 的 拉 普 拉 斯 方程 变换 为 球 坐标 形式 
解 ” 球 坐标 变换 可 看 成 下 面 两 个 变换 的 复合 ， 


X= 0 cosy, /2=7 COS 9， 
13=oSinl， 1 po=? sin 9, 
ZZ 二 2, 0 =0, 


作 第 一 个 变换 时 ， 利 用 上 题 结果 得 到 柱 坐 标 形式 的 拉 普 拉 斯 
方程 


对 此 方程 再 作 第 二 个 变换 ， 它 相当 于 把 直角 坐标 〈《%，p》 己 
极 坐 标 〈7，9) 进行 变换 ， 所 以 有 

OW 0 oN, 1 ou 1 ou 

02 0o Or: 7: O09 7 or 
现在 要 把 3 求 出 来 ， 事 实 上 ， 


OW Ou 9o ,Ou 92 _ Ou, Ou 

{or mo raz or do TT 

Ou -9 Op ,Ou 92 -9& rcoso) -QUL (rsj 
(5-5 30 1 32 js 50 (TCOS®) 3 (rsing), 
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vm Ou ou OW cosgp ,中 
= Sinm+ 一 一 
解 之 得 355 -57 ne+3o 一 了 ， 最 后 得 到 
2，， 2 2 2 2 2 
和 
Ox: oy 02 dr 7 0 rsin’p 00 7 or 
C059 9 
T'Sing op 


练习 1 已 知 2=Z(X,y) 满足 方程 


QZ O22Z 00 7 之 
Oy + CY 5 下 


利用 变换 人 把 上 述 方程 变 为 新 函数 z - z(E 们 的 广 


程 
OZ OZz 〇 2 之 O:Z 0Oz 
( 答 ， 0) + 20-3Ed7 QEdn +b( 5 -多 )= 0 ) 
练习 已 知 = ZCX,y) 满足 方程 
0:z 0z 1 02 
Ox’ do 2 0 ‘y>0) 
5 = 和 一 2 
利用 变换 |”_，，。 一， 把 上 述 方程 变 为 新 函数 
四 一 3 | 
z= 儿 (E,n) 的 方程 。 / 
O22 
( 千 : E57 -0 ) ~ 
练习 3 已 知 z= z(x,y) 满足 方程 
» 5 5 有 > 92z ， OZ 
利用 变换 
X=Sin E， 
4 y= Sin 7， 
2 = 
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把 上 述 方程 变 为 新 函数 4=&( 人 7)》 的 方程 。 
Cr 
练习 4 已 知 z=z(x,y) 满足 方程 


OZ , 0 OZ 


5 二 -375 了 3 


利用 变换 
/5=X+Y, 


(等 ,9 下 -0 ) 
HH. On? 
$3” 微分 学 理论 
微分 学 理论 主要 是 隐 范 数 与 反 函 数理 论 ， 其 次 是 中 值 定 
理 与 泰勒 公式 ， 
例 1 设 
人 


h(x,y,u,v) = 0， 
其 中 Fl。F,ECY， 记 Po= (Xos,Yos Wo V0) 由 隐 函 数 定理 知 ， 


如 果 1 = SP) 0 Fi,(P,) = 了 ;(P,) = 0, 则 存在 点 


UW=U(X,Y) ， 
v=vV(X,Yy) ， 


P, 的 邻 域 ， 在 其 中 能 确定 叭 一 的 隐 范 数 { 


名 


ul bh Vl wl 

Ox [ 097) I” ox 1° oy TI。 

DOP,P) ， Fi,P) DR,F 

其 中 证 OX,0) [= 9 (y,V) ? ? 9 (w,X) " 

_ 9(F,,F,) | 
Ou,y) " 


下 面 我 们 要 利用 代数 知识 及 向 量 工具 把 隐 函 数 的 偏 导数 
公式 写 得 更 简洁 些 ， 


1 X= (X,Y), W = (Usd) ， 
F Cx, Wu) = (FRU), F(X, WD), 
Ff () = Cu (x), VX)) 
则 隐 函 数 定理 是 说 ， 当 记 (z, = 0 且 满足 一 定 条 件 时 存在 
隐 函 数 = 于 (X)， 
、 蕊 


Ef ]= - [了 -Ji 六. ] ( 米 ) 
其 中 [F>]-: 是 矩阵 [FY] 的 道 阵 ， 
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事实 上， 容易 算 得 


9F， oF, 
O90 OV 
1 I } 
| on oF, | 
Oi ou | 
i I , 


然后 利用 和 卸 阵 乘法 即 得 《〈 亲 ) 式 。 
例 2 我 们 要 利用 代 洲 及 向 量 工具 以 及 隐 国 数理 论 把 泡 


滑 曲面 S 在 三 种 不 同形 式 〈 显 示 式 ， 隐 示 式 ， 参 数 式 ) 下 的 
切 平 加 方程 统一 为 一 个 公式 ， 
(aq) 设 曲 面 S 有 参数 方程 
X= (U,V) 
1 Y= u,v) 
ZZ=t(U,v) 
二 \ 0(X,Yy) ,~ 0 1 站 和 
记 ， = (toy,20) ， 汉 Oo 时 ， 曲面 & 在 点 
(Xuzy2o) 存在 切 平 面 ， 筷 的 方程 为 四 


Ot, 2) 一、 O (ZX) 一、 
Bu) (xX Xo) 十 DC 2 (U,V) (1W0) (7 0) 轴 - 


D(U 7) 
(2 一 _ 
EXOTD7 


+ “(1) 


引入 一 个 新 函数 
D(X,Y,2) = 了 (Wo) [2Z~-w(p '(X,Y) 3D)) 1 
sv 
00 35 32 ) (x ) 
Os 


记 Xo= KoyosZo) BD (x0) = ( 3， 5 5 
47 


我 们 要 证 明 ， (1) 式 可 写成 下 式 


BD’ (XO) (KX -Xi)=0 (2) 
证 有 


- 一 0 (x 21) oo Ou gw 392 
和 9) = 0 (u,v) 4 u)(- Ou OX dv Ox’ 
0% 94 9% 97 1 ) 
Ou 9y dv 5， 
、 Ou oo Ou 09 


9 由 作风 存在 隐 函 数 
内 FMD) WO 人 ro 
{2 再 代入 人 然后 分 别 对 X，Y 求 
三男 (X;Y) y= (u,v) 
导 。 就 可 求 得 
. 9y _9y 9x 
du _ 9 ,00 du du 3 ， 
Ox OX Ox d(xX,Y) Oy 9(x,Y) 
和 0 (u,v) 0 (u,v) 0 (u,v) 
Ox 
-O90 Ou. ， 
Oy | 0 (X.Y) 
和 0 (U,V) 
于 是 z 
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人 3 0(z.X) | | 
Dr (Xo) = _ OCr,I) OD 0 ) (DO) 0(.9) 


OLD) WE OX OX,Y) ， J 
0 (u,v) O(u,v) 
0(Y .2) SE G(X ,2 一 ) 
= 人 (GO 6 中， O (1t, ro)， OC,v) (v0) 


由 些 即 得 (2) 式 。 
(b) 妈 旧 面 口 有 隐 泵 方程 gz) =0， 它 的 切 平 
男方 程 为 


So (0) (x — Xo) + $7 Co) (Y ~ Yo) + ST (Ko) (2 — 20) 
= 人 0 
容易 把 它 改写 成 (2) 式 。 
(c) 设 曲 面 S 为 显示 方程 = 了 (X,Yy)。 它 的 切 平 面 
方程 为 


S(x,y (X ~ Xo) + 3 ;Yo) (2 — Yo) i (2Z ~ Z0) 


= 0, 
本 过 新 函数 D(X,Y,2) = -1X,Y) 
则 
D!/ = (HE S2 ) xo) 
of _of ) 
= ( -人 (Xo, Yo), 3 (XosYyo), 1 


由 此 易 知 上 述 方程 亦 可 改写 成 《2) 式 。 
这 样 ， 我 们 就 把 三 维 欧 氏 空间 R* 中 光滑 曲面 S 的 切 平 


面 方程 统一 为 一 个 公式 ， 
D!/ Cx,) (x — Xo) = 0, 


例 3 基于 YX) 是 区 域 GCR* 上 的 可 微 冰 数 ， 且 


of of = 党 
300， 则 二 5 切 = 划 煞 ， 


(X,Y) EQ., 
证 因 G 是 区 域 ， 任 取 G 中 两 点 ， x = (XisY), XN, = 
(Xs,Y)， 一 定 和 存在 一 条 连结 它们 的 是 位 于 G 中 的 折线 段 


mii 


ls (1= 1,2,.… ,7), 端点 尖 a;, Qi 日 w -= V1, Crm+l 三 党 29 
在 每 个 i; 上 应 用 中 值 定理 ， 得 到 
f KX1) =f G0) = fa) = = (an) = fx) 

帮 f(X) = 常数 ， vx = (X,D EG,. 
加 WU= 0, (X,Y) 

例 4 设 [ 19 是 定义 在 凸 区 域 D 上 的 可 微 本 

v= g, X,Y) 

数 ， 且 YX, 下 ED,， vv(hi,h,) 志 0， 有 


0g 0g 99， 09， 
5 -Hn h, + 3 hh t+ Fhah, + 3 hhs>0 


求证 ， Vy) Gey 有 gi(Xi59D) 志 gi(Xzs92) 或 
gz (Xi1,Y) TF 92 (X.Y). : 
证 采用 有 反 证 法 ， 假 车 存 在 两 点 《Xi, 胡 ) 夺 (X;,Ys)。 使 
得 gw 人) = gi1 (YY), ga(wiy yi) = 9 (NX,Y,) 
构造 一 个 新 鸭 数 
f (X,Y) = Lg (X,Y -9 X,Y) + [g, (X,Y) — 
-9g.(X1,Y1) 1h, / 
鞭 中 = xX, 一 Xi,h;= y; -Yi。 册 侈 议 知 f 150) = 
50 


= 0。 由 题 设 知 D 是 凸 区 域 ， 故 连结 两 点 (2 2) ， (21) 
的 直线 段位 于 D 中 ,于 是 由 中 值 定理 知 
0= f(x, ;YY1) — f(xX,,Y;) = S$ (és,mh, 十 9 Esha. 
其 中 点 (E£,n) 位 于 直线 段 1 上 ， 但 
= 和 (用 + )h, 


0 9 2 - 
= SHE,Dhh + SE, Dhih, + SAE, MD hah 机 


+ SPECS, Dhah, 
这 与 题 亿 忒 盾 . 
引进 同 量 记 法 ， 会 使 我 们 对 此 题 合 义 更 清楚 些 
记 X(X; 功 ， m= (WV) ,gq (X) = (gi (X,Y), ga (X,Y)) 
-~ ，j 二] / 
h = (hsh,), 4= j=2” 于 是 此 题 可 写成 


若 函 数 g 在 凸 区 或 D 上 可 微 ， 且 YXED, VvVh 0， 
二 次 型 


Q ,DY oh hi>0 


,i=1 


则 g 是 单 射 
证 明 中 最 关键 的 是 构造 一 个 二 元 实 值 函 数 f(X) = [g(x) 

- g(X,) ]，h， 然 后 应 用 中 值 定理 ， 

例 5 对 于 向 量 值 函数 了 ,GCR">R"， 中 值 定理 一 般 
例如 一 元 向 量 信函 数 请 (t) = (的 , 记 人 的) 的 导数 定义 
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为 


= 一 和 一 一 罗 -> 
有 = (f1() ,了 (1) ,现在 设 f,R 一 R*:. 定 义 为 f(t) = (cost， 
sint), 于 是 有 下 (了 ) 一 (一 Sintycost) ， 汉 t=0,t,=27x 有 时 ， 
下 面 的 中 值 公 式 不 成 立 ，。 

f(t) fF) = FE) EELO,27] 


下 面 我 们 讨论 多 元 向 量 值 函 数 了 ，GCR">R" 较 弱 形式 
的 中 信 公 式 ， 


我 们 知道 ， 如 果 存 在 同一 个 线性 变 挽 L，R*->R" 使 得 
jim df Cxt h)- 了 (x)-L CO RI _, 
六 | 
则 称 子 在 文 可 微 , 称 线性 变换 LC(X) 为 了 在 的 全 导数 (或 微 
分 ， 记 作 “ 子 (X) = 工 (X) .对 于 线性 变换 子 (X) 有 范 数 
的 概念 , 即 多 
四 If C(x) =sup( lf (x) (h)|} 
有 这 些 概念 之 后 ， 我 们 可 以 饼 述 下 面 有 用 的 命题 ， 
设 ， GCR"->R" 是 册 开 集 G 上 的 可 微 函数 ， 且 YX 
EG，3M 之 0， 使 得 1 了 Ce) <M， 则 YX1，XsEG， 有 
: 学 =- 子 GD MCL 
证 构造 ?人 = (1 一) w+tX; 及 
了 bb = Ferdt) 有 Gg (t) =f OO)) Ri) 则 VtE[0,1 有 


~> / 一 > -> 
lg (WIM 2 


由 此 得 证 。 一 

练习 1 给 定 方程 Xx?+y+sin(xy) =0， 

1” 证 明 ; 在 点 〈0,0) 的 邻 域内 此 方程 确定 唯 一 的 满 
足 y(0) =0 的 连续 函数 y=Yy(X)， 

2” 讨论 函数 y=y(X) 在 X=0 附近 的 可 微 性 ， 

3” 讨论 函数 y=y(X) 在 X=0 附近 的 升降 性 ， 

4” 在 点 (0,0) 的 充分 小 邻 域 和 内， 此 方程 是 否 确 定 唯 
一 的 单 信函 数 = X(Yy) 且 有 XC(0) =0? 
《提示 : 由 1 知 存 在 6>0， 使 得 在 -6,0) 上 存在 
连续 函数 y=y(X)， 由 2" 求 出 久 ， 利 用 方程 估计 1#|， 最 
后 得 到 ， 当 0 过 xX 之 606， 宇 0; 当 - 06<X<0，1 和 0， 其 中 


5,= min{ 全 , 土 |。 由 3" 知 4 的 结论 是 否定 的 。) 


$$ 4 微分 学 应 用 


微分 学 应 用 主要 是 普通 重 极 值 与 条 件 极 值 问题 ，。 

例 1 如 有 果 函 数 f(X, 人 四 在 通过 点 (Xo, 员 ) 的 任 一 直线 上 
肥 得 极 值 ， 器 了 了 在 后 (Xos Yo) y" 
是 售 一 定 取得 极 值 ? 不 一 定 ! 
考察 函数 
fx = (XY) (022 - 1) 
易 知 原点 (0,0) 是 了 的 临界 点 ， 
过 原点 任 作 一 直线 y= MmX， 


在 1 上 任 取 一 点 有 = (hi,,h,)， 考 罕 图 1 
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Af (h) =f(0+h,,0+h,) —f(0,0) 
= hi(l— mh) C2- mh) 
易 知 对 任意 的 m， 当 | | 充分 小 且 甩 二 0 时， 有 Af (D>0， 
如 在 通过 原由 全 和 线 | 取得 要 从 
02 ,0 _/9° 
3(0,0) » $75(0,0) 人 (0,0)) =0， 故 普通 
极 值 的 充分 判别 法 失效 。 在 原点 fE 邻 域内 总 存在 点 
和 = (h,,h,), 其 中 hs = dh'; 又 存在 点 有 = (了 PR)， 其 中 
ji = 3h， 使 得 Af (ia)>>0，Af (hs) <0， 故 了 在 原点 无 
极 值 。 
要 注意 ， 虽然 二 次 型 @ 侯 ) =S 沁 (0,0)hi = 4hi 之 0, 但 


总 存在 有 = (0,h) 二 0， 使 得 Q@(ho) = 0， 也 就 是 说 ,对 一 切 
雍 志 0, 不 能 断 定 @(R )> 之 0, 因 而 不 能 断定 了 在 原点 取得 极 
值 。 

例 2 求 函数 (X,Yy) =sinxsinysin (ZX+2 芒 在 区 域 
D={(xX,y)| XX 之 0,Y 之 0,X+Y 所 xX} 上 的 最 大 、 最 小 值 ， 

解 因 D 是 有 界 闭 域 ， 故 连续 函数 了 在 D 上 能 取 到 最 
大 、 最 小 值 ， 义 当 点 (X,Yy) 在 D 的 边 春 上 时 ， fx,y) = 0; 
当 点 《x, 奶 ED 时， 了 (X,Y) 之 0， 所 以 了 在 DD 的 边界 上 取 到 
最 小 值 f(X,y) =0,， 在 口 的 内 部 取 到 最 大 值 ， 易 知 f 在 D 


的 内 部 有 唯一 的 临界 点 (开工 )， 所 以 了 在 刀 上 的 最 大 估 为 
用 区 ZY-3 3 
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注意 ， 此 例 中 ， 了 在 呈 的 内 部 仅 有 一 个 临界 点 ， 我 们 能 
不 能 象 单元 函数 那 社 〈 指 仅 有 一 个 临近 点 的 情形 ), 不 管 了 在 
边界 上 的 值 就 断定 此 临界 点 必 是 了 的 最 值 点 呢 ? 不能! 例如 

f (X,Y) = XX — AX + 2XY -Ys 

(X,Yy) ED=[-5,5]xL—1,1) 
易 知 了 在 也 的 内 部 仅 有 一 个 临界 点 (0,0) ， 且 它 是 了 的 极 
大 值 点 , 极 大 值 为 1(0,0) = 0， 但 了 在 DD 上 的 最 大 信和 个 是 0, 而 


是 (5,0) = 25。 
”人 鲍 3 设 三 个 正 实数 的 和 恒 为 常数 ， 问 它们 取 何 值 时 其 
乘积 最 六? 


解 设 三 个 正 实数 为 Y,y,z， 问 题 归 结 为 求 函 数 
f (X,Y 2) = XYZ 
在 条 件  X+y+2=C 
下 的 最 大 值 ， 即 求 函数 
| X,Y) = XY XY) 
在 D={(x, 四 |X0,y>0,X+Yy<c} 上 的 最 大 值 ， 

因 D 是 开 区 域 ， 因 而 连续 六 数 了 在 DE 上 不 一 定 取 到 
最 大 值 。 这 只 要 把 也 的 边界 添加 进去 得 到 有 界 闭 区 域 
万 -= {(x,y)| XxX 宇 0,y>0,X+ Yc}， 则 了 在 也 上 一 定 取 到 最 
大 值 ， 又 于 在 DD 的 边界 上 的 值 为 0， 而 了 在 D 内 部 的 值 久 大 
于 0, 故 j 在 只 上 一 定 取 到 最 大 值 。 


易 求 出 9 有 唯一 的 临界 点 (zoygo) = (人 S) 县 
:909 9_9 _ (9.9 
AC—B:-= 3x (Xo0s Yo) "3: (Koryo) Ce 


C” 
= 0. 
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故 9 在 点 《xz) 取 到 极 大 值 也 是 最 大 值 ， 最 大 值 为 


‘CcC cnN Cc 
fs 27° 
此 题 有 下 一 些 应 用 


3 
( 由 j (X,Y,2) = xyz< (5) VXYZ < 
一 般 地 可 证 明 著 名 的 不 等 式 ， 


一 一 一 一 和 | 十 人 十 ，… 十 ~ 。 
NM XX Nn SS 人 Xi >0， 2=1 2…m77。 


《ii) 求 周 长 为 常数 的 一 切 三 角形 中 面积 最 大 的 三 角形 。 
边 长 为 x*,y,Z 的 三 角形 面积 关 
S(x,y,2) = pp- A) PD-Y PT-2), 其 中 X+Y+Z=2p, 

所 述 问题 就 是 求 函 数 

f(xX,Y) = PD- TP-D XtY- Pp | 
在 D={(x,)| 0<XY<D，0-<<D，D<xZ+2y<2D} 上 的 最 
大 信 ， 容 易 证 明 ， 上 述 问 题 等 价 于 求 函数 
/ PX,Y = (PD-X) (PD~-Y) PD- 2) 
在 条 件 
(PD~-X)+ (PpP-Y)+ (PpP-2)=p 


“下 的 最 大 值 ， 由 例 3 知 ， 当 X=y=Z= 人 2 时 ，p 取 到 最 大 
值 ， 亦 即 周 长 一 定 的 三 角形 中 ， 等 边 三 角形 面积 最 大 ， 
例 4 给 定 平面 RR 上 三 个 不 同 的 点 (Xi,yi) (i= 1,2,3)， 
求 一 个 点 Xx, 胡 ,使 得 它 与 这 三 个 点 的 矩 离 平方 和 为 最 小 ， 
即 求 函数 
fx = > [XX t+ (# — Yi) 3 


i 
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在 全 平面 及 上 的 最 小 值 。 易 知 了 在 全 平面 上 有 唯一 临界 点 

X 十 和 ,十 和 妈 ，。?11 十 11。 十 
(oo) = (es 
-我们 要 证 明 ， 这 个 点 就 是 了 在 全 平面 上 的 最 小 值 点 。 

易 知 ， 无 论 X 习 co 或 y->oco 或 (X,Yy) 习 co 都 有 (Xx,2) 
一 + co， 这 就 是 说 ， 存 在 一 个 贺 Ug(0)={(x,D|X*+ 耻 
-局 }， 使 得 (Xo,yo) EUR(0)， 当 (X,Yy) EUR (0) 时 有 
f(x, 奶 之 f(Xo,2p)) ， 因 了 在 有 界 闭 域 Ur(0) 上 连续 ， 因 而 
在 某 点 《7X",y")〉 取 到 最 小 值 ， 又 当 (X,Yy) 儿 Ur(0) 时 有 

f x,y) > X,Y) Ef X,Y ) / 

故 点 (XxX*,y*〉 是 了 在 全 平 击 如" 上 的 最 小 值 点 ， 因 而 也 是 了 
的 量 界 点 ， 而 了 只 有 一 个 蛋 究 点 ， 改 (X*,y*)= (Zoo) 。 

例 5 求 二 元 函数 了 (YX,y) = XY 在 圆周 (X-1):+ 信 =1 
上 的 最 大 、 最 小 值 ， 

构造 拉 格 朗 日 函数 

L(xX,Yy,2) = XY+A((X- 1): + — 1) 

解 方程 组 


[ 生 =022CC-D = 0， 
| 
] 9L / 
3 二 一 一 和 +2411 = 0， 
9y 
yyL, 
\= (XD) + -1=0, 
3 /3 44° 
i 0， 1 一 9 1 一 一 多 一 1 2 $ 
得 l 2 2 3 2 Ah 一 1 
一 24 
YI 
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关 此 荆 有 三 个 临界 点 
1 0, p= (3,Y3.), P:= (之 -V3) 


2 9 2” 9 
显然 点 P, 不 是 了 在 圆周 上 的 极 值 点 ， 而 了 在 圆周 上 -- 定 取 
到 最 大 、 最 小 值 , 故 只 能 在 点 P,,P, 取 到 ,又 因 f(P,) = 3 


FP = 二 3 -3， 故 点 P, 与 P, 分 别 是 了 在 圆周 上 的 最 大 与 最 


小 值 点。 
男 一 种 方法 是 把 圆周 改换 为 参数 方程 ， 即 设 
Ce t， 
: z y= Sint, 
于 是 问题 等 价 于 求 一 元 函数 
opt) = sint(1+ cost), 
在 [0,xj」 上 的 最 小 、 最 大 值 ， 
例 6 求 三 维 空间 尽 " 的 原点 〈0,0,0) 到 曲面 3; 
(X—Yy) -=1 : 
的 最 短 距离 。 即 求 函 数 


f (X,Y,2) = A+ + 2 


0 三 tx。 


在 条 件 / 
(X-Y) 2°~1=0 
下 的 最 小 值 。 亦 即 求 g(%,y,2) =X*+ 妨 +% 在 上 述 条 件 下 
的 最 小 值 。 

设 

L(X,Y,2) =X ++ ZA(X- ~ 2 1) 
得 两 个 恒 界 点 为 
58 


_/1 _1 _/-11\ 
P,= ( 工 ， 1 0)， P, (5 ;5 0)。 
下 面 我 们 来 判断 它们 是 不 是 最 小 值 点 ， 易 知 直 线 1， 
人 ”在 曲面 S 上， 而 1 是 无 界 集 ,， 故 曲面 S 也 是 无 界 


z=0 

集 ， 易 知 函 数值 9(X,y,2) 构 成 的 集 寻 无 上 界 ， 故 无 最 大 
值 ， 又 g(xX,Yy,Z)0, 改 集 扩 有 下 界 , 设 a=inf A>0, 由 下 
确 界 性 质 知 ， 存 在 数列 g(x,yss2&) 有 有 A， 其 中 扩 列 Xh= 
(Xps Yhs2Zh) 全, 使 得 lim 9 (Xks Yh Zh) = Ce。 因 lim 9 (X,Y,2) 


= + co， 故 点 列 {Xj 为 有 界 点 列 ， 于 是 由 波 尔 察 诺 定理 知 存 
在 收敛 点 列 (Xhy2p ti ) -> (to END， (->cc) 故 
Qa=g(XosyosZo)， 即 点 《XosyosXo) 是 9 的 最 小 值 点 ， 由 拉 
格 朗 日 乘 数 法 知 点 〈Xoyzoy2zo) 必 是 点 已 与 也 :中 的 一 个 ， 


又 因 9(P,) = 9(P:) = 施 , 故 原 问题 的 最 短 距离 为 


F(Xos Yo Lo) = glXo Yo Zo) = /TE 


例 7 用 条 件 极 值 理论 证 明代 数 的 一 个 定理 ， 任何 一 个 
实 对 称 矩 阵 一 定 存在 一 个 实 特征 根 。 
设 和 A= [Qa] 是 实 对 称 簿 阵 ， Qi= Qi,i,j=1,2,. ,nN, 记 
和 = (XR Ns) ， 我 们 考察 实 二 次 型 : 


了 x)= > ,aixix) 


在 单位 球面 S= {x | > ,Xi = 1 上 的 最 大 、 最 小 值 。 
设 
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LX ,4) = Saivix, - 人 (> zx 一 1 


解 方 程 组 


OL ， 
起 or =0 (i=1,2,." ,nN) 


oL 
dX ZXZi-1I=0 


t= 1 


由 此 得 到 
Saixixj -4=0, 即 f (XW) =4.。 
pe 
以 及 
Saix;= Ai (i= 1,2,..,7) 
用 
GT- A)X=0 


Xl | 
其 中 六 =| :|,I 是 单位 阵 , 上 式 表明 ; 4 是 矩阵 4 的 特征 
Vn 


根 , 和 是 和 的 属于 4 的 一 个 特征 向 量 。 因 了 在 有 界 闭 集 S 
上 连续 ， 故 了 必定 取 到 最 大 、 最 小 值 ,而 了 的 极 值 点 一 定 满足 
方程 (hI -A)X=0， 因 此 ， 方 程 (人 -A)X=0 一 定 有 解 


多 ,4, 昌 有 了 CX) = 这 束 让 明了 本 题 ， 
例 8 订 汪 方 和 2 2 Xx” -XY =9 的 隐 函数 


2= ZLY,Yy) 的 极 信 . 
令 f (X,Yy,2)= 2 +XYZ-X -XY -9, 内 
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所 以 极 值 必要 条 件 为 
i =1JyzZ—-2X-Yy =0, 


\9f -xz -211) = 站 。 
9V 


六 %=Z(X,Yy) 应 满足 方程 
Z*+XY2- xX -XY -9=0, 
/ 由 上 面 三 个 方 程 求 出 六 个 临界 点 : 
P,= (0,0,3) ， P,= (0,0,— 3) 9 P,= (0,3,3) 9 加 
Pp,- (0,—3,~3) ，P=( 2 ,2v 2), Peo= (1,-v 2, 
-2 2)， 


且 易 知 在 这 些 点 处 全 - 守 0， 因 此 由 隐 函 数 存 在 定理 知道 在 这 


些 点 处 隐 遂 数 Z=z(X,Yy) 是 存在 的 ， 经 过 计算 有 
0 “2 2 :4X — (28 一 2Z) 
2 (22+ CU) 
点 

由 此 知 隐 函数 Zz(X,y) 的 极 小 值 点 为 1, 2 》 ， 极 大 值 ， 
为 (1, 一 v2) 。 

例 9 体积 V 为 常数 时 ， 什么 长 方 体 的 表面 积 最 小 ? 

设 长 方 体 三 楼 长 为 X,Y,zZ。 问 题 丈 是 求 为 数 

SCY, 71 2Z)=2X11+22ZT+TZX 

在 条 件 XyzZ=V 
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利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 易 知 点 卫 = (4 这 2/ 六 3/ 矿 ) 是 
临界 点 。 下 面 利用 条 件 极 值 的 充分 条 件 判 断 点 卫 , 是否 是 8 
的 极 小 值 点 。 有 


OL 9 OL 
DXi 0 ron 1+2, droz ”1+4y, 
OL of 92 
yk OyOX = 一] 十 人 之 ， yd2 lth, 
OL 9 ,9 
Ey 555 lt/ zi 1+ Ay. 


所 以 
dL=2(1+Az)dxdy+ 2(1+ Ax)ydydz + 2(1+ iy)dzdx. 
(1 +AX) lp,= (1+Ay) ‘p= (1+ Az) fp, = —1. 
所 以 、 
dL(pD) = -Ladx+ady+d2)2 -dxY2+d202+QZ22)] 
由 约束 条 件 易 知 dx+dy+dz=0， 故 
: dL(P,)=2(dx*+ dy + dxdy) 
因 二 次 型 判别 式 >0， 故 P, 是 S 的 极 小 值 点 ， 它 是 不 是 S 的 
最 小 值 点 呢 ? 把 V= Xxyz 代入 S， 问 题 变 成 研究 阔 数 
S (x, 2) = XY+ ~ V ~ 
在 D={(x,WD|*>0， joy 上 是否 有 最 小 值 点， 由 于 D 是 


无 界 域 ，S 在 D 上 是 否 存在 最 小 值得 不 到 理论 上 的 保证 ， 
希 进 行 讨 论 。 
选取 适当 的 e>>0， 了 >0， 作 闭 扼 形 域 De=[e;E]x 


[e,E], 易 知 可 选取 适当 的 e,E， 使 得 函数 S 在 D,,s 的 外 部 
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与 边界 上 的 值 大 于 S(x,y,) = 3 以 访 ,又 连续 函数 8 在 有 界 
闭 域 D,z 上 必 存 在 最 小 值 ， 有 lim (X,Yy) =lim S (X,Y) 


= +co， 故 S 在 DD 上 存在 最 小 值 ， 因 此 点 (zuz) 是 S 的 
最 小 值 点 。 
注意 。 利 用 条 件 极 值 的 充分 判别 法 判断 由 工 (P,) 的 符 号 
时 ， 必 有 需 把 dz 看 成 函数 的 微分 ， 由 约束 条 件 找 出 dx,dy， 
dz 的 关系 ,而 不 能 把 dx,dy,dz 都 看 成 日 变量 的 微分 否则， 
可 能 出 现 错误 。 例 如 此 题 得 到 
dL(P)= -Lldx+dyt+dz)’— (dx’+ dy + dz’)] 
以 后 ， 如 采 把 dx,dy,dz 都 看 成 自 变 量 的 答 分 ， 则 当 
dx+dy+dz=0 时 ,有 QL(p)0， 当 dx=dy=4dz 时 ,有 
dL(po) = -6dX:<0， 因 此 上 述 二 次 型 是 不 定 的 ， 将 会 误 以 
为 S 在 点 了 无极 值 . 
练习 1 求 函数 于， 2 = 和 + 入 + 和 在 条 件 XZ2UZ=1 
下 的 极 值 
(提示 ; 利用 [ 例 3] 的 不 等 式 , 极 小 值 点 为 Pi = (1,1,1)， 
P:=(],-1,-1)，P:=(-1, -11)，P,=(-1,1, -1)) 
练习 2 设 F(xX,y,2) 杰 区域 DCRsEF 有 二 阶 连 续 偏 导 
数 , 设 (X,Y,2) 寺 0, (X,Yy,Z) 5D, 研究 由 方程 F(x,y,2) = 
=0 确定 的 隐 函 数 z= f(xX,y) 取 得 极 值 的 充分 必要 条 件 。 
《必要 条 件 : 临界 点 是 方程 组 ) 
FX,2) = 0, 
4 Fy(X,Y,2)=0, 
F(X,H,2)=0 
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的 解 . 充分 条 件 : 设 H=FF,y,y -Fy, A= -天 
当 临 界 点 使 得 (1) 瓦 >0,4>0 时 ,此 痢 界 点 为 极 小 值 点 ， 
开 >0,4<0 时 此 临界 点 为 极 大 值 点 。 
(2) 日 <<0， 此 临界 扣 个 是 极 值 点。 : 
练习 3 问 空间 曲面 


2 = SX? 一 4XY+ 9y* + 3X — 14Yy+ 二 


在 何 处 有 最 避 点 与 最 低 点 ? 
(提示 ,; 把 方程 写 成 z+5= = (XTX-4Yy+3):+ (y~-1)°. 


曲面 没有 最 高 点 ， 它 的 最 低 点 出 现在 《1,1)》 上 ) 
练习 4 利用 条 件 极 值 方法 证 明 解析 几何 中 点 Po= (Xo， 
yosZ0o) ER: 到 平面 AX+ ByJ+Cz+D=0 的 距离 : 
/ d= LAXo+ By + Cz +tD | 
VA:+B+C? 
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i .有 


第 十 四 章 ” 重 积分 


重 积分 是 定 积分 〈 一 重 积分 ) 的 自然 推广 ， 二 者 之 间 有 
与 生 俱 来 的 共同 本 性 ， 但 在 某 些 方面 也 各 有 其 特点 。 通 过 习 
作 课 应 让 学 生 掌 握 它们 的 共性 与 个 性 ， 以 加 深 对 重 积 分 概念 
及 其 性 质 的 理解 。 在 讨论 重 积 分 的 概念 及 性 质 时 应 着 重 于 讨 
论 二 重 积 分 。 只 要 搞 清 楚 二 重 积分 ， 那 么 三 重 以 至 多 重 积分 
将 没有 什么 困难 ， 这 是 因为 将 二 重 积分 推广 到 三 重 乃 至 多 重 
积分 在 本 质 上 没有 什么 新 东西 。 

重 积分 部 分 的 重点 应 放 在 计算 和 应 用 上 。 这 是 因为 有 了 
定 积分 概念 的 基础 ， 重 积分 概念 是 比较 容易 理解 的 。 而 在 计 
算 重 积分 时 由 于 积分 区 域 是 平面 、 空 间 其 至 是 多 维 空间 区 
域 . 处 理 起 来 就 复杂 多 了 ， 所 以 应 在 习作 课 上 加 强 这 方面 的 
练习 ， 以 达到 熟练 计算 的 目的 。 


$1 重 积 分 的 概念 和 性 质 


一 、 二 重 积 分 的 定义 ， 

公平 面 区 域 44 是 可 求 面 积 的 。 函 数 于 (X， 切 定义 在 人 
上 。 将 区 域 2 用 一 曲线 网 分 成 有 限 个 可 求 面积 的 小 区 域 
A ，A82;,，…，AL2r, 我 们 把 这 些小 区 域 的 面积 也 记 作 A8' 
(i=1,2,.…，n) 。 并 且 记 d= max4A42: 的 直径 ) 
在 Ab2; 中 任 取 一 点 (6;，91) ， 作 和 式 
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Sf(8i,n)AQt 。 ( 称 为 积分 和 )》， 


如 果 存 在 一 个 常数 I， 对 于 任意 给 定 的 e 盖 0。 总 存在 一 
个 数 5>>0， 对 于 幼 的 任意 分 法 ， 只 要 4d 之 8 时， 不论 (5 
人 1 在 Ali = 1,2,…， 1) 上 如 何 迹 取 ， 忆 有 


[Df én AQi-I| <e 


刚 称 了 为 了 f(X,) 在 上 的 二 重 积 分 (二 重 歼 受 积 分 。 记 
作 


I = | (X,Y) dl = fees dxdy. 
己 好 
此 时 ， 称 了 (xz, 力 在 人 上 可 积 . 
”关于 以 上 定义 ， 应 让 学 生 与 定 积 分 的 定义 做 比较 。 

1。 二 重 积分 的 定义 区 城 为 平面 区 域 ， 被 积 函 数 为 二 元 
函数 。 定 积分 的 定义 区 域 为 区 间 ， 被 积 男 数 为 一 元 函数 。 

2。 二 者 都 是 求 积分 和 的 极限 。 

3。 定 义 中 的 极限 与 区 域 2 的 分 法 与 点 《5 0) 的 取 法 
无 关 。 这 与 定 积分 的 定义 是 一 致 的 。 

4。 定 义 中 的 极限 与 一 般 函 数 的 极限 不 同 ， 严 格 地 说 ， 
如 果 将 二 重 积分 定义 作 


T= lim 之， f (én) AD 


是 不 合适 的 . 
5。 在 定 积分 的 定义 中 要 求 最 大 的 小 区 间 长 趋 于 0 时 的 
极限 ， 在 二 重 积 分 的 定义 中 能 否 把 “qd 趋 于 0” 这 一 条 件 改 
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为 “= max{A82: 的 面积 ) 趋 于 0” 呢 ? 不 行 , 这 是 因为 


S—0 不 能 保证 Al (i=1,2,…,mn) 中 任意 二 点 的 距离 趋 于 
0。 

为 使 学 生 熟 悉 二 重 积 分 的 定义 ， 可 在 习作 课 上 让 学 生根 
据 定义 计算 二 重 积分 ，。 

例 1 根据 定义 计算 二 重 积分 


I= | (XxX* + Ydxdy 


其 中 B= {(X,)| 1 委 X 委 2，1 委 1 委 3)》。 

解 ” 先 承认 “在 闭 域 上 的 连续 函数 是 可 积 的 ”这 一 事 
实 ， 在 此 前 提 下 可 对 区 忒 作 特 殊 分 法 ， 为 简化 计算 可 用 直线 
族 


11+, Y=1+2d i j= .…. 
X=1+, y 二 2，7=1，2， ， NN。 将 
矩形 域 分 成 许多 小 矩形 ， 每 个 小 短 形 长 为 Ayj= 三 ， 宽 为 


AX;= 一 ，、 宕 每 个 小 矩形 中 也 可 取 特 殊 点 。 例如 可 取 Xi= 


1 
i 
i 2j 

= 1+ 二 ， Yi=1+ 池 则 有 


wpm 让 (4 芭 ] 既 


i, l 


_ AS i\2 SO 
=my (+ 二 ) 和 +n 了 (1+3 —~ 


i1= 1 ) 一 各 了 2 
(1 
一 -一 十 ~ 一 上 」 十 一 十 -一 
lt) lt 
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2 


6ns 


\ 
9 (N+1)+ 4+ 1) Can + 1 )_ | 
6n 


十 名 十 


40 11 5 


3 n 3 


为 验证 二 重 积 分 的 值 与 区 域 的 分 法 、 点 的 取 法 无 关 ， 还 
可 以 选择 不 同 的 分 法 和 取 法 ， 例 如 用 直线 族 X=1+ 记 ， 
y=1+ 二 i=1, 2 …，71， j= 1, 2, “""s 27 划分 区 域 ， 
取 点 (Xi， yi) 。 

,| 人 ， 了 一 sen i = 
Xi=1+， Yi= + 1= 1],，2,， » RR, 17 1， 
2，…，2n。 计 算 结 果 是 一 样 的 。 计 算 过 程 由 学 生 上 月 己 完 
成 。 
二 、 二 重 积分 存在 的 条 件 及 可 积 辆 数 尖 。 

二 重 积 分 存在 条 件 与 定 积分 存在 的 条 件 类 似 。 

1。 必 要 条 件 ， 被 积 函 数 在 积分 域 上 有 界 。 这 一 命题 如 
在 课 上 没有 证 明 ， 应 在 习作 课 上 让 学 生 自己 证 明 。 并 举例 说 
明 被 积 函数 有 界 时 不 一 定 可 积 。 〈 即 有 界 并 非 可 积 的 充分 条 

) 

2。 充 要 和 条件， lim(S ~-s) =0. 

其 中 S，s 分 别 为 达 布 上 和 与 达 布 下 和 。 达 布 定理 也 可 写作 
limS wiAQi=0 


dy we 
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其 中 @i 为 第 守 个 小 区 域 上 函数 fx, 纺 的 振幅 。 
即 0Oi= MM; — mMm;. Mi;， ms 分 别 为 f(xX,， 奶 在 A82 
上 的 上 下 确 界 ， 

对 于 二 元 函数 的 达 布 上 《下 》 和 的 概念 及 性 质 与 一 元 函 
数 类 似 ， 但 也 有 不 同 之 处 ， 可 引导 学 生 目 己 羯 断 其 异同 点 。 
达 布 定理 的 证 明 可 在 习作 课 上 讲解 ， 也 可 由 学 生 对 照 一 元 的 
情形 自己 证 明 ， 

3。 以 下 各 函数 类 是 可 积 的 。 

(1) 定义 在 闭 区 域 9 上 的 连续 图 数 了 (YX， 芒 是 可 积 
的 。 
(2)》 区 域 9 上 的 有 界 函 数 了 (YY，2) 至 多 在 有 限 条 

徊 积 为 0 的 曲线 上 不 连续 ， 则 它 在 2 上 是 可 积 的 。 这 一 照 数 
类 与 定 积分 中 “有 有 限 个 间断 点 的 有 和 界 沼 数 类 ”是 类 似 的 ， 
可 由 学 生 上 自己 做 比较 ， 

三 、 二 重 积分 的 性 质 ， 
与 定 积分 类 似 ， 二 重 积 分 有 以 下 性 质 : 

1。 若 了 (x,y) 在 区 域 9 上 可 积 ， 则 Kf(x, 功 在 人 2 上 也 可 
积 ， 《kK 为 常数 ) ， 且 有 
| fx, Wdxdy=k| fx, ydxdy. 

马 


2.。 若 fx， 攻 与 9(X， 切 在 区 域 上 可 积 ， 则 
fxz， 芒 士 9(C， 力 、fxz，19(， 芒 在 2 上 可 积 。 
3。 若 (xX，2) 在 区 域 2 上 可 积 ， 将 任意 分 为 可 求 面 
积 的 两 部 分 62,， £9,» 且 ft,=9, 则 | 


[fee, waxay= [|f cx, waxay+ (fx,y ardy. 
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反之 ， 若 jxX， 功 分 别 在 9，42, 上 可 积 ， 则 
“ff(w, 了 在 人 上 可 积 ， 且 上 式 成 立 ， 
4。 若 (X,Y)，9 (X,y) 都 在 8 上 可 积 ， 且 满足 
-f(x,y) 9 (X,Y),， 


- | (X， Wdxdy< | |9 (ey dxdy. 


5。 若 f(x, 胡 ) 在 口上 可 积 , 则 |f(x, 奶 | 在 8 上 可 积 ， 
( 反 过 来 不 一 定 成 立 ) 。 且 有 


. 如 (X, wardy <|| f (x, | dxdy. 


“62 车 f(x, 四 在 2 上 可 积 ， 朋 满足 
mfr, YM 


则 有 : ms<||ie, Waxay<MD 


其 中 是 区 域 2 的 面积 。 


7。 中 值 定理 ， 若 f(xX,Yy) 在 4 上 连续 ， 则 在 引 土 存在 
一 成 . wx” 9 J “) 使 


| few, axay = f (X,Y ) 9。 
8 


二 重 积分 的 定义 和 性 质 可 以 很 容易 地 推广 到 三 重 积分 和 
多 重 积分 ， 可 以 作为 练习 让 学 生 完 成 ， 
例 2 设 f(X) 在 [gq，bj 上 可 积 ，9g (4 在 [c， dj 上 可 积 ， 
证 明了 (X)g6 奶 在 D，{a,，b; c,d) 上 可 积 ， 且 
| f(xX)g (Ydxady = | fo dx* | gly) dy, / 
5 是 
证 用 分 点 / 
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QC=2Xo< 2 < …<2i<CXii< Xb 
c= < Yn=d 
将 区 域 DD 分 成 nxm 个 小 和 矩形 
Di;= {Xi, Kirrss Yi Yirt} 
AXi=Xivn—-Xt i=0, 1, 2, .…, Rn-.1, 
Ayj=Yini-Yi; j=0, 1, 2, .…,m-1. 
为 方便 我 们 也 将 D;j 看 作 相 应 小 矩形 的 面积 。 把 f(xX) 看 作 
区 域 D 上 的 二 元 函数 。 设 f(x) 在 Di; 上 的 振幅 为 wij、 则 
在 上 述 分 法 下 ，f (x) 在 Dij 的 达 布 大 、 小 和 之 差 为 ”. 


Ni] | 


S—s= 之 之 ,ob i 


iml J~=0 


二 ] 让 1 


= FAY DoiAX 


] 一 站 
= (过 一 C) > AXi 


此 处 @; 是 fC) 作为 La, 虽 ] 上 的 一 元 函数 在 [x;， ix] 上 的 所 
幅 ， 由 于 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 ， 所 以 对 于 任意 给 定 的 se>>0， 
和 存在 N>>0， 当 ?> 六 时 ， 有 


To AX: << 产 一 


次 有 S-s<e, 
由 达 布 定理 f(X) 在 区 域 D 上 可 积 ， 

同 理 可 证 9 (2 在 姜 上 也 可 积 ， 由 于 可 积 函数 的 乘积 仍 可 
积 ， 疏 了 (X)g (四 在 D 上 可 积 。 容易 推 知 


< 了 | 
(jf g (Wdxdy= | f(x) dx | g (dg。 
了 .6 c | \ 
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这 题 可 推广 到 7 重 积 分 的 情形 ， 
例 3 由 例 2 可 证 明 熟 知 的 布 尼 科 夫 斯 基 不 等 式 


b 2 - 
[faoeeoaa'<f fewasf gov. 


证 世 I= | Ife gow — f(y 9 (xX) J :dxdy 
Dh 


此 外 D= ‘a, Di; 人 ， b} 
由 例 2 有 


b 6 b vb 
= |. f*(X) dx| .gd dy — ?| f(x) g(x) dx| f(g dy 
b b 
+| fdy|, g* (Xx) dx 
6b 2 
= ?| f(x) dx | 2 (xX) dX - 2| | .了 Gog dx | 


显然 有 I 之 0， 即 得 布 氏 不 等 式 ， 
在 和 公式 中 仿 ] 7) = h(x) ，9g(X) = 


1 
vw hx) 
得 到 有 用 的 不 等 式 
(b- oe<| hx) dx | 1 


h , 
Hz dx (h(xX) >0) 


例 4” 设 f(xz, 切 在 区 域 了 = {a,b; cd 上 连续 ， 则 己 
定 积分 类 似 ， 积 分 上 限 的 孙 数 
F(x,Yy) = | fw) dvdu 


可 以 对 积分 上 限 求 导 ， 且 有 
YF oF 
Dx dx07 1*:W. 


证 ”由 于 积分 区 域 是 矩形 域 ， 所 以 二 重 积分 可 化 为 
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F(X,Y) = [aul’f ow, v) dv, 
(ww,2) 连续 
| oo v) dv 是 &% 的 连续 函数 。 


S -= | fx,v) dv 


OF 
XO = 了 于 (X，21) 。 


OQ?2F 
同 理 EE = f(xX，Y). 


四 、 在 证 明 函 数 可 积 时 往往 比较 困难 。 在 习作 课 中 应 引 
导 学 生 从 各 个 可 能 的 方面 考虑 证 明 方法 ， 如 应 用 重 积分 的 定 
义 、 性 质 、 已 知 的 重 积 分 存在 的 条 件 等 、 下 面 再 举 一 例 ， 我 
们 知道 如 采 定 义 在 算 形 域 

D= {a,，b; Cc，dj 上 的 二 元 函数 fxX， 功 的 二 重 积 分 。 


je 切 dxdz 
存在 ， 且 fw, adx Cc<YEd 


及 | (XxX, Wdy a<Xx<b 
存在 ， 则 
b d 
||fex, paxdy = dx | fx, ydy 
5 | C 


= | es|. f(x,y) dx, 
例 5 -证明 函数 


?3 


1 ， 0<X<Yy<1, 
1 -Xx ， 0<y<xX<1, 
\0 0<x<1，0<g<1l 的 其 它 部 分 
在 D 上 不 可 积 ，D=1{0, 1; 0，1} 
证 可 以 由 f(xX，) 的 巨 界 性 证 明 结 论 ， 也 可 以 考察 
| fx, dx (0<Yy<1) 


idXx [1:1 Xl 1 
| 2 Tt 
yn dio AX 


f (x, y) 一 


y 
f (X,Y dy (0<XxZ1) 


-1 
»。 


| 


1 

o 和 
1 l 

J f (Xx, y) dy = | - -GdX= -— 
-| 
1 


dy=1 


0 


1 


,sf se j (X,Y) dy | d | fx, Wax 
。。 f(x,y) 在 D 上 二 重 积 分 分 不 存在 。 | 


$ 2 重 积分 的 计算 


二 重 积分 的 计算 关键 在 于 化 二 重 积分 为 二 次 积分 ， 由 于 
积分 区 域 是 平面 区 域 ， 易 于 作 图 ,比较 直观 ,所 以 容易 确定 积 
分 限 。 但 如 何 处 理 才 能 使 计算 简单 ， 特 别 是 进行 变量 蔡 换 时 
往往 有 一 定 的 技巧 性 ,在 习作 课 中 应 指出 容易 出 现 的 错误 .并 
且 引 导 学 生 多 做 有 典型 意义 的 习题 。 以 达到 做 题 时 熟练 、 正 
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确 、 迅 速 的 目的 ， | 

三 重 积 分 的 计算 困难 在 于 积分 区 域 是 空间 区 域 ， 情 况 往 
往 比 较 复杂 ,学 生 缺 乏 空 间 想 象 力 ,以 致 对 相应 的 区 域 做 出 错 
误 的 判断 ， 因 而 导致 计 算 错 误 。 应 当 通 过 练习 一 方面 培养 学 
生 的 空间 想象 力 ， 另 一 方面 要 使 他 们 能 够 从 积分 区 域 的 分 析 - 
表达 式 确 定 积 分 限 。 

一 、 二 重 积 分 的 计算 。 

例 1 计算 二 重 积 分 


I=||(x+waxdy Q 是 = 2X， xX+Y=4 
y 


xX+Yy= 12 所 图 区 域 . 
解法 1 〈 如 图 1) 先 求 点 
入 、B、C、DD 的 坐标 ， 即 
A (2, 2) , B(8, 4) 


. C (18， 一 6) ,D (8, 
一 分 如 先 对 2 积分 , 则 有 


8 WE 18 l2™x 
I= | dx| (x+Day+ | dx| J s (X+Wady 
2 =- dx 8 “TY $x 
1 ~ - : 
= 543T<。 
解法 2 ” 先 对 “积分 , 则 有 


一 Bey ~ ” 
I=| dy| 2, (XKX+ AX+ 
名 1 /» 


二 2 


二 
二 一 


2 一 这 
-4 Y . 


4 ril2-y 四 
+ | dg (X+Y dx 
2 7 2 
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_ 4311 
5431E。 


例 2 计算 二 重 积 分 
/ 1= ||e*dxdy OQ 为 y=0, X=1, y=X 所 围 的 


总 


区 域 . 
解 ” 若 先 对 “积分 ， 则 
1= | ay| edx 
由 于 e-” 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ， 所 以 不 能 计算 . 
若 化 为 


I= | ax| eay 
则 很 容易 计算 工 = | ze "dx = 了 (1 一 二 
以 上 二 例 说 明 在 计算 二 重 积分 时 应 往 意 安排 好 积分 次 
序 ， 若 安排 不 当 ， 不 仅 使 计算 复杂 ， 甚 至 有 时 计算 不 出 结 采 
来 。 
例 3 将 逐次 积分 
r= |.ay), f(x,)dx ”变换 积分 次 序 。 
| 解 ， 积 分 区 域 为 
D, 0<y<1 
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T- [ae fer, Wady+ | az| fC, Wdy+ 


(3 a 
+ dz) fx, Yady. 
~ 2 0 


可 以 看 到 在 计算 时 需求 出 曲线 间 交 点 的 坐标 . 
例 4 计算 二 重 积分 1= ||xydxdy。 区域 DD 由 =0， 


y=0, X=Qcost, y=asin't (0<t< 三 ) 转 成 《图 4) 
解 D 为 星 形 线 在 第 一 象限 的 部 分 与 坐标 轴 所 图 区 域 。 
按 一 可 积分 的 计算 全 \ 式 ， 得 
I -| az| Xxydy 
此 处 y= 32) 是 星 形 线 在 直角 坐 标 
系 之 下 的 方程 ， 实 际 计算 时 不 必 a 


写 出 =3GC) 的 其 体 表 示 式 。 这 是 
因为 显然 有 


IT = 二 | xzgf (X)GX 
2 jo 


XY = a cos’t sin’t 
dxX= -3acosztsintdt 


.9 
ed 
| 
| 一 


一 一 人 
| 党 aa 


Q:cost Sinstf (一 3Qcos2tsint)dct 


i 


a |ieos't sin't at 


| SAE 


此 题 在 计算 时 上 下 限 容 易 颠 倒 ， 应 予 注意 ， 


ff 了 


例 5 将 I= | | (x-D"f (pdydx 化 为 单 重 积分 ， 其 


中 了 (z 力 可 积 ， D 是 由 坟 三 woy， Y=X, X=h (xo<h) 所 图 区 
域 ，n 为 月 然 数 。 (图 5) 


解 。 如 图 知 
1=| f(ay| (x -rdx 
ro 4 
= Da 
wm ntl)s YY YoY 
同时 有 
1=| dx | (XK—-D"fy dy 
320 0 
所 以 
=] dx|， (x -DD"f NAY=— | (Do 人 
30 z0 N+1l zo 
下 面 求 
TD = | hf dy 
r 20 
显然 有 


|, In(X)dxX=— i 1, nh) 
?0 7 十 工 
将 姑 换 成 有 -1 得 到 
In(h) = | In_; (X)dx 
重复 应 用 此 公式 就 得 到 
In(h) = 3 | dz|. dx. | f(x)dx : 
以 下 二 重 积分 可 作为 习作 课 的 选 题 
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“1。 求 1 = | | 产 exay, 其 中 D 是 由 X=2,y=X 及 XYy=1 


D 


所 围 区 域 。 《 答 : I= ) 


2。 交 换 以 下 积分 的 坎 序 


1 “+ 7-6y-Y? 
(1) | | v 到 0 


1 
(2) [favs 1 (xX, dx 


3， 求 1 = | Ixyi dxdy.。 DD 为 以 原点 为 贺 心 的 单位 图 


D 
CR 
“4. 求 I= | |yrdxdy, 其 中 DD 是 由 X 轴 及 摆 线 


{- a (t — sin t+) 


(0 委 t 委 2z) 的 第 一 拱 所 国 的 区 
y= Qa(1— Cost) | 


二 、 三 重 积 分 的 计算 

三 重 积分 的 计算 与 二 重 积分 一 样 也 是 化 为 累 次 积分 ， 但 
比 二 重 积分 复杂 ， 原 因 是 积分 区 域 为 三 维 空间 区 域 、 这 就 要 
求学 生 具 有 较 丰 富 的 空间 想象 力 。 在 计算 时 往往 还 需 比 较 函 
数 的 大 小 、 推 算 若 干 对 曲面 交 线 的 方程 ， 以 及 求 区 域 的 边界 
在 坐标 面 上 的 投影 等 。 

将 三 重 积分 化 为 累 次 积分 时 可 以 利用 二 重 积分 ， 一 般 有 
两 种 方法 ， 一 种 是 


‘9 


| ||f x,y,2) dxdydz = | dxady| ~ fxsYs 2)d2 


y 


4 


| 


这 里 oxy 是 空间 区 域 V 在 Xy 坐 标 面 上 的 投影 ， 通 过 0zy 上 
任 一 点 (X,Yy) 作 平 行 于 z 轴 的 直线 ， 交 空间 区 域 V 于 两 点 
(X,Y, ZX,Y)) > (X,Yy,2,(X,Y)) (Z|<Z,) 


计算 出 |” ” 了 (x,y,2)dz 后 ， 剩 下 的 就 是 计算 一 个 二 重 积 


分 了 。 这 就 是 俗称 的 “ 穿 针 法 ”。 
另 一 种 是 


|)) fosy, zarayaz = | dz| fOr,y, 2)dxdy. 
7 0; 


这 里 o; 是 过 2z 轴 上 任 一 点 >(2 在 4,b 之 间 ) 作 平行 于 Xxy 
坐标 面 的 平面 与 空间 区 域 V 的 截面 ， 而 4,b 则 是 区 域 V 在 
2 轴 方 向 的 最 小 及 最 大 值 。 这 就 是 俗称 的 “切片 法 ”。 

为 了 说 明 问 题 ， 我 们 分 别 举例 为 下 。 
例 6 计算 三 重 积分 


1=||| dxdydz 
一 2 
J y 
其 中 V 是 榨 侣 ， 其 顶点 为 
A(0,0,1), B(0,1,1), 
C(1,1,1), 
; A’ (0,0,2),B’ (0,2,2), 
C’ (2,2,2), 


” 解 ” 先 将 V 在 坐标 系 中 
融 出 草图 (图 6) 


30 


若 用 第 一 种 方法 ， 则 需 将 Y 分 成 两 部 分 。 


r= Jaray [Ea + aray || Se 


ory oy 


这 里 c,, 是 三 角形 区 域 ，o' 是 梯形 区 域 ， 如 上 图 。 
若 用 第 二 种 方法 ， 
1= | dz]] -2 多 


yy 十 ZzZ* 
Vg 


这 里 os 是 取 定 2 值 时 ， 以 ?为 直角 边 时 的 等 大 直角 三 角形 
区 域 ， 如 图 7. 
显然 第 二 种 方法 计算 简便 ， 
但 在 用 第 一 种 方法 时 如 先 对 XX 和 
分 ， 则 计算 也 很 篇 便 ， 可 让 学 生 上 月 已 
、 ] 
计算 ，{ 答案 为 二 in2)、 
例 7 计算 三 重 积分 | 
_{(( xy “图 7 
“= 省 蔚 dxdydz / 
其 中 是 由 锥 面 ( 乞 ) = ( 芋 ) + ( 藉 ) ， 坐 标 面 x= 0)3=0 
以 及 2=C2>0 所 转 成 的 立体 (x>0,y~>0 | 
解 ” 我 们 用 上 边 所 讲 的 两 种 方法 分 别 计算 ，。 
(1) [| 小 em 


这 里 5 是 当 取 定 了 时 ， 用 平面 = z 截 V 所 得 到 的 机 


81 


6 上， (£2) (1)? x )， 2 
{= | dz]: vay] -dx 六 362bwe 


(2) 1= ||axay’ 2 
| ,yy 


这 里 osy 是 V 在 xy 坐标 面 上 的 投影 ， 它 的 方程 为 
63 +(¥) =1, =0，YXY>~>0，2z>0， (椭圆 的 四 分 之 一 ) 


四 1= ||azas 2 


xp 


; EH 
-| fr 三 7“ 了 E dz 
XUx > 
J J “2 


一 56Q PC。 


例 8 将 累 次 积分 I= | dx| ”dy| ”了 (x,y,2) dz 变 


时 积分 次 序 ， 写 出 其 它 五 
种 积分 。 

解 ” 积 分 区 域 V 由 z = 
0, 2Z=X+Yy, Y=0, y=1 
~X，X=0 所 围 成 ， 如 图 
8 若 以 个 等 式 表 示 积 分 区 
域 ， 则 有 


图 8 0<Xx<1 (1) 
0<YEl1-X (2) 
OZz<X+Y (3) 


车 仍 先 对 积分 , 交换 X,Yy 的 积分 次 序 ， 就 要 看 区域 
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V 在 xy 坐标 面 上 的 投影 ， 这 显然 为 三 角形 O4B。 故 有 
TI = | dy 风 dx| f(x,y,2)dz. 


若 先 对 攻 积 分 ， 就 要 考虑 2 的 变化 范围 ， 由 图 可 知 应 将 
V 分 为 两 部 分 ， 即 四 面体 OABD 及 OBCD， 对 于 前 者 有 
1<g<1-x， 对 于 后 者 有 z-x<y<1-X. 
”它们 在 xz 坐标 面 上 的 投影 分 别 为 三 角形 OAD 及 
ODE。 由 此 可 得 到 另 两 种 积分 


T- | dx| dz| f(x,y 2) dy + dz| dz| ~ fxsy 2) dy 


1= | az) dx) fxsy, sdy+ | az| dar) fxsy, 2) dy 
着 先 对 x 积分 同 理 可 得 | / 
TI = | dz | ay| f (X,Yy, 2) dx+ 


+ | dz| ay| 1 (X,Yy,2)d%. | 
I= ol dz| 1 (x, YZ)dX+ 


+ avf dz 人 f(xy, 2 dx, 


上 面 的 解法 借助 于 直观 ， 也 可 以 完全 离开 图 形 , 讨 论 积 分 
区 域 的 分 析 表 达 式 来 确定 积分 限 ， 解 法 如 下 ， 


由 (1》 式 知 x 最 小 值 为 0， 于 是 由 . (2) 知 y 的 最 大 什 
为 1， 所 以 


0<y<1 0 
由 《2) 知 X<1-y 再 由 (人知 
0<x<1-1!/ : (5) 
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由 (3) 、 (4) 、 (5)~ 即 得 到 
1 = | dy| dx| f (X,Yy,Z)dz. 


若 术 先 对 Z 积分 ， 需 要 先 确 定 2 的 变化 范围 ， (2) 的 
后 半 部 说 明 的 最 大 值 为 1-X， (2) 的 前 半 部 分 说 明 y 的 
最 小 值 为 零 ， 而 (3〉 的 后 半 部 说 明 y 最 小 值 为 2-X， 若 
z>X; 则 乡 的 最 小 值 为 正 数 ， 所 以 的 上 下 限 应 分 两 种 情 
形 ， 

(1) ZXH 0<y<1l-X, 

(i) ZX 时 2-X<Y<1-X, 
对 y 积分 后 若 想 继续 对 2 积分 ， 则 应 考虑 2 的 上 下 限 。 由 
(2) 可 知 X+Yy 最 大 值 为 1， 代 入 (3) 知 z 和 1， 则 (3) 化 
为 0 委 z 委 1， 结 合 (1) 式 及 上 述 (i) (ii) 两 种 情形 ， 得 
到 | 

0<XHE1l, O02<X, 0GYEl—X, 

0<XE1l, TX<2ZE1l, 2-XEYEl~X, 
因此 得 到 
I = | dx| dz| f (X,Yy,2)dyt+ | qz| dz| ~ f(x,y,z) dy 
其 它 情形 则 类 似 进行 分 析 . 
“以 下 三 重 积分 可 做 为 习作 课 的 选 题 ; 

1。 计算 I=| |]zdxaydz 其 中 尽 为 精 球 
J / 

2 <1 的 上 半 部 分 。 


2 2 
+ 汽 + 
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2。 计算 I= |||zaxdsdz 其 中 为 由 锥 面 


2 
zz = 避 (22+ 护 ) 及 z=h 所 围 成 的 立体 ， 


( 答 : 1= Rh?). 


1 22 


3 将 累 次 积分 |_ dzx| Cg | f(x,Yy,2)dz 
~ Xt + z 


v1-X? 
改变 积分 次 序 ， 写 出 其 它 五 种 积分 。 
三 、 重 积分 的 变量 替换 ， z 
在 计算 重 积分 时 借助 于 变量 替换 不 仅 可 以 使 计算 简便 ， 
而 且 由 于 新 积分 区 域 简单 ,容易 确定 累 次 积分 上 下 限 ,从 而 碱 
少 错误 ， 
对 于 二 重 积分 来 说 ， 变量 替换 的 法 则 如 下 : 
设 了 (X,9) 在 XY 坐标 面 上 区 域 D 上 连续 ， 设 
u= U(X,Y), v= V(X,Y) : : 《党 ) 
在 D 上 有 对 于 YX,y 的 连续 偏 导数 ， 且 有 
_ D(u,v) 
D(X, 2) 
通过 变换 “ 米 》 把 区 域 D 变换 为 区 域 Di ， 则 存在 ( 米 ) 的 
逆 变 换 


X= XU DV), y= YU v0) 
设 对 应 关系 是 一 一 对 应 ， 则 有 


Jfeespdrdy- jx 人 )， Yu) | 5 尖 dudy. 


作为 特例 ， 二 重 积分 计算 中 经 常用 到 的 极 坐标 变换 ， 在 
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上 可 变量 替换 的 基本 假设 之 下 ， 极 坐 标 变换 的 公式 为 
| fer, waxay = |jfo cos 0,7 sin 0)7G7G0 。 
D . pr 


对 于 三 重 积分 ， 也 有 类 似 的 变量 替换 法 则 ， 此 处 不 再 重 
复 ， 但 柱 坐 标 变 换 及 球 坐 标 变 换 由 于 经 常用 到 ， 小 叙述 如 
下 : 

柱 坐 标 变 换 ， 直 角 坐 标 (X,y,2) 与 柱 坐 标 《r,0,2) 的 关 
系 
为 X%=ycos0， 1 = r sin 0, z = 2。 


则 有 z | | : 
fre arayde fee 9,7 sin 8， z]rdrdbdz， 


球 符 标 突 换 ， 直角 坐标 (zy 2) 与 球 坐 各 (rip) 的 关 
系 为 

X=? Sin p cos 0; y=rsin 9 sinb, ZzZ=? cos 9. 
则 有 | 
(Fx,y, 2)dxdydz = 中 fcr si sin pcos rsingsing, ycosp] 
D 


D! 

‘sin pdrdpdg. 
“ 例 9 计算 二 重 积分 
I=||。 TY gxdy. D: 圆心 在 原点 。 全 为 


D 


圆 域 ， 
解 这 个 积分 在 直角 坐标 系 下 ， 计 算 不 出 结果 ， 但 如 果 
化 为 极 坐标 下 的 二 重 积分 出 个 符 易 得 出 结 : 者 果 ， 


令 %=ycos0， yersing 


bd - 
已 


则 有 ee-(X:+y) = Er 
进而 得 到 
I= | 。7rd7dg 
| 


= | 0| re™ dr 


=7(1-e™* ), 


i* , [9 
例 10 交换 二 重 积分 1=| dg| fCr,p)dr 


的 积分 次 序 . | 
解 ”在 极 坐标 下 ， 积 分 区 
域 为 阿 基 米 德 螺 线 7= 9 及 身 


线 p= > 所 围 区 域 , 如 图 9。 
在 极 坐 标 系 中 9 =7?7。 显 然 7 由 
0 变 到 尖 x， 在 |0, 宇 x | 上任 取 一 7 值 时 ,9 由 7 变 到 也 


则 


I= | dr| f(r,p)dy. 

”如 果 按 直角 坐标 考虑 问 
题 ,把 2 看 作 横 坐标 ,7 看 作 纵 
角形 区 域 , 非 常 容易 得 到 
国 10 I = 国 cr| frp)dp 


和 
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可 见 第 二 种 方法 要 简单 、 直 观 ， 且 不 易 出 现 错误 。 
例 11 将 二 重 积分 和 

IT- | | fx,aDdxdg 2 是 由 X=0,Y=0,X=1,y=1 所 
转 成 的 正方 形 区 域 ， 化 为 极 坐 标 之 下 的 二 次 积分 。 (图 11) 
| 解 设 X=?cosg, y=7 Sing 
X=1 化 为 7=Secm 

y=1 化 为 7=Cscq 


zj=% 化 为 p= 

刚 有 

上 = [|f Cx, dxady / 
图 11 的 的 二 


= | dp|” f(r cos ,7 Sin p)rdrt+ 
0 站 


| z :| dp| fr cos 9,7 sin p)7d7 
还 可 化 为 《图 12) , 
T= | rdr |*fCr COS ,7 Sin 9)dpt+ 
[vi &rCCSC F 
十 | rdr| 网 f(r cos ,TSin pp)G 
在 极 坐 标 下 的 二 重 积 分 ,. 者 交换 积 
分 次 序 学 生 往 往 感到 困难 。 如 果 按 7,p | -- 
的 直角 坐标 平面 的 区 域 来 考虑 ， 则 比较 “ 
在 利用 极 坐 标 变换 计算 二 重 积分 时 ， 如 果 积分 区 域 包含 
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坐标 原点 ， 此 时 X=r?cosg9，Y=?Snyp 应 限制 ?之 0， 
0 和 2x。 即 使 如 此 也 不 能 保证 变换 是 一 对 一 的 ， 并 且 当 
7= 0 时 
J D(X,D _ 
DOr,p) z 

因此 不 满足 二 重 积分 换 元 公式 的 条 件 。 但 可 证 明 换 元 的 公式 
仍然 成 立 ， 其 证 明 过 程 可 在 习作 课 上 进行 。 

为 了 证 明 方 便 ， 不 妨 设 积分 区 域 DD 为 一 半径 为 尺 的 圆 ， 
相应 于 极 坐 标 下 《7r,p9) 坐标 面 上 的 区 域 。 


>》 


po 


号 多 


图 13 | 图 14 
先 考虑 以 下 区 域 D,;: e 志 ?所 RR，e 亿 9 过 2X -上 如 图 13、 
14 通过 极 坐标 变换 D, 与 xXy 坐标 平面 区 域 D, 建 六 了 一 一 对 
应 关系 ， 且 雅 可 比 行列 式 不 为 0， 所 以 
(fr,paxy= | COs ,Sin 9)rdrdg, 
bp, 


t 
了 


设 区 域 卫 中 挖 去 的 那 一 部 分 区 域 (阴影 部 分 ) 为 万 ， 
则 有 
Wi yAdxdy — [| espaxay | 
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=| (f(x,axdy 


ee 


b 


<max | f(x,y) | “DD 的 面积 ， 
显然 当 e->0 时 DD 的 面积 >0。 故 当 e->0 时 


| (X,Y dxdy—— | (ztDaxzdg 
Di D 


. 
2 


所 以 


f 
| cos 9,7 Sin 9)rdrdy—— | Jf COS DY Sin 9)rdrdoq 
-1 


||fce,pazdy= | re cos ,7 Sin P)7Q7C9 。 
DD Dr! 


例 12 将 IT- az| f(x + YdY 化 为 极 坐标 下 
的 二 重 积分 
解 积分 区 域 卫 为 由 了 = 
,Y= 32， 2Z=2 转 成 的 区 
域 ， 如 图 15. 
和 区 域 人 由 


由 极 坐 标 变换 公式 可 知 
90 


1= | ap| rf(r)dr 
若 交 换 积 分 次 序 ， 需 将 区 域 D 分 为 两 部 分 。 得 到 


2w 本 公 
I=| rf (rdr |idp + | 


2 2 


rf nadr] a U9 


= | fdr+ | ,( ~ arc cos 一 2 )rfr)dr 


例 13 计算 二 重 积 分 工 = [用 aa 


共 中 也 是 由 间 线 L， ( 社 + 引 ) = 238 (x>0,y>0 


gq bP/, CC 
围 成 的 区 域 。 
解 积分 区 域 的 边界 为 双 扭 线 ， 可 作 广义 极 坐 标 变换 将 
其 化 简 ， 设 
X = Q7 COS 9 y= br sin 92。 


则 双 扭 线 方程 化 为 
r= 2 sin2g, 
故 积分 区 域 可 和 
sg 返工 


表示 
_ D(x, D(X,Y) 


QcoSD -Aarsing 
~ D(r,p) 


. = Qbr 
bsing brcosogl| 


已 有 I= | 海 Sr abrdrdy 


91 


-25. do | 2 radr 
ab J)， 


= [sin2vae =1， 
由 以 上 二 例 可 知 当 被 积 函数 或 积分 区 域 边界 曲线 方程 中 
含有 xX:+ 时 利用 极 坐 标 变换 往往 可 以 简化 计算 . 
例 14 计算 二 重 积分 I= || f(x+ wdxdy. 


Ixl+'ylsi 

解 ” 积 分 区 域 DD 为 正方 形 〈 如 
图 16) 区 域 . 若 直 接 计算 ,虽然 积分 区 
域 具有 对 称 性 ， 但 被 积 函数 不 一 定 具 
有 对 称 性 ， 所 以 计算 比较 繁 ， 
可 作 变 量 替 换 


设 X+Yy=U, YX 一 1 = 了 


则 有 X= 


>》 


tt 十 了/ 1 一 人 
2 ，Y 7 


1 1 
DC 人) |? 
Duv) | 1 1 


二 -了 工 ， |J |= i 
2. | 2 
2 2 | 
由 于 变换 是 线性 的 ,所 以 对 应 关系 是 
一 一 对 应 ,如 图 积分 区 域 D 对 应 wv 
坐标 面 上 的 区 域 D' (图 17) ， 所 以 
T = | do 三 fo dz 


= | fcodu 
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例 15 计算 二 重 积分 1= ||f(xg)dxdg 
D 


DD 是 由 XYy=1，XYy=2，Yy=X，Yy=4X 所 围 成 的 区 域 , 
解 ” 积 分 区 域 如 图 18 所 示 ， 如 直接 计算 需 先 求 四 条 曲 
线 的 交点 坐标 还 要 分 块 积分 。 


车 设 2&=X，2= 芭 


则 有 有 = Y= uv 者 


由 于 变换 都 是 单调 连续 的 ， 
所 以 区 域 卫 变换 为 2 坐标 面 :i 
上 的 区 域 D'[1,2;1,4] 时 ,点 的 五 
对 应 关系 是 一 一 对 应 。 所 以 有 


= ||f wwaxay= | av| 17 |f au 
站 一 1 


1 1 VA 
和 Dx yy) 2 Vv UV 90 7 1 
L 了 = ? = 一 四 _ 一 一 一 
其 中 D(w,v) iy? 1 /fw | 347 
ye 2Nv 


4 : ] “2 
T - | dv| 工 fdu= In2| fwdu. 
例 16 计算 二 重 积分 I= || 芋 Sn2U dxdy 
5 


其 中 D 是 由 X= ay, X= by 0<a<b 
y=cX， 人 =dXx 0<c<d 图 成 的 区 域 


解 ” 作 变换 Xx?= wy， Qa<Ub 
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y= VX, CEUEU 
其 体 计 算 可 由 学 生 完 成 
1 


ty 
| 


‘rp d 
了 = | du| 2 Sin Uvdv 
_ sinbc-sinac sinba-—sinad 
3C 
ty 


xi=ay x= by 


图 19 图 20 
例 17 计算 二 重 积分 I= ||f(xy)dxdy, 其 中 区 域 DD 


已 
由 XYy= a, XYy=b(0<a<b), XxX-yYy=c, xX-Yy=d (Cc<d) 
围 成 . (图 21) 
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解 ” 作 变换 w=xy, v=xX-y 
则 xy 坐标 面 上 的 区 域 也 化 为 zz 坐标 面 上 的 区 域 了 D/， 


4 到 4 和 0D，cC 和 2 委 Q， 如 图 22 


可 计算 出 17 |=| De = 一 过- 


。。 了 = | | 人 ay 
clJa /DV? + Au 


例 18 计算 二 重 积 分 ， 1=|| SM- x yp ldxdy. 


2 + 及 入 1 
解 ”积分 区 域 与 被 积 函数 都 涉及 2 + 护 ， 所 以 按 极 坐标 
计算 方便 些 ， 被 积 函 数 是 (zz -Xt+ 太 -7 于 的 绝对 
值 。 需 要 先 分 辩 (X ,2 的 正 负 ， 1 
这 正 负 值 的 分 界线 是 


;Xt 


we 人) 


必 | 一 


了 的 内 部 CC8( 如 图 23) 
在 42 内，9p (XxX,y) 二 0， | 图 23 
gry) |= -22 在 = OO 内 PX, >0 
| 9 (X,Y) = p(x,Y) 
所 以 


I= - | Jp, pardy + | jw, axay 
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~ | jo, axdy 一 ?| oC, Waxdy. 


9 : 91 
=J,— 21, 
现在 按 极 坐标 分 别 计 算 I 和 了 ,两 个 积 分， 计算 I 时 ， 
由 于 积分 区 域 是 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 ， 故 本 攻 


X=7rCOSp, Y=7 siIN9 


则 得 
I = | dp| | SD lrar 
”J 0 2 
= 工 
2 " 
、 、 1 1 . 
时 日 X=7COSP, Yy-——-=7 Sn 
计算 1, 时 可 设 2 7 o YY 2 9 
则 得 


关于 三 重 积分 变量 替换 中 的 柱 坐 标 和 球 坐 标 变换 是 经 常 
用 到 的 有 效 方法 。 通 过 举例 讲解 和 练习 使 学 生 能 够 判断 哪 类 
问题 变 为 用 柱 坐标 或 球 坐 标 计算 较为 方便 。 一 般 来 说 不 仅 襄 
考虑 积分 区 域 而 且 要 考虑 被 积 函 数 的 特点 。 如 果 积 分 区 域 是 
岗 柱 。 或 者 它 在 某 坐 标 平面 上 的 投影 是 圆 ， 或 者 被 积 图 数 中 
含有 32+ 人 入 (或 有 +22，22+22 ) 的 因子 时 就 可 以 试用 柱 华 
标 变换 来 计算 。 如 果 积 分 区 域 为 球形 区 域 (或 为 其 一 部 分 》 
或 被 积 函 数 中 含有 X?+ 玉 +Z! 的 因子 时 ,就 可 以 试用 球 坐 标 
变换 来 计算 。 举 例如 下 ， 
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例 1 计算 1= | | RT dxdydz 其 中 V 是 由 


XX+ 计 =2:， 之 =1 所 围 区 域 . 
解 ”由 于 被 积 函数 中 含 x*+ 太 因子 。 积 分 区 域 在 XY 从 
标 面 上 的 投影 又 为 园 ， 利 用 柱 谷 标 。 计 算 方便 ， 


令 %=TYeosp。z=yrsinp。z=2。 


由] I= | ghts | Ydr | dz 
也 
6 


mp 
Te 


例 20 计算 工 = | X2+ 亿 +22 dXxXdydz 其 中 Y 是 由 


NX+ 人 +2 之 所 围 成 的 区 域 ， 
解 ”由 于 被 积 函数 中 含 妇 + 人 + 至 因子 ,积分 区 域 为 球 ， 
故 可 用 球 坐标 变换 ， 

设 X=rsingcos0, y=7sSinypsin98, z=7cosp 则 积 


分 区 域 为 += cos 9， 
2 芷 FA2 -Os 

i I=| 四 | dz| rsinear 
0 v0 -bb 


= 工 
10 
例 21 计算 
1=|| | V1- -加 -dxdyd V 为 精 于 
- 远 - 扩 -去 dXdydz 其 中 习 为 本 球 
F 
2 yy pd _ 


解 ” 如 用 球 坐 标 变换 ， 则 相当 复杂 ， 与 二 重 积分 的 情形 
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类 似 ， 我 们 可 用 广义 球 坐 标 变换 来 计算 。 


设 X=Qarsin 9 cost,y=brsingsin0,z=creosp,M 


有 
TI= abc| de | sin gdg | Tr rdr 
= 1 zabc. 
4 
例 22 已 知 F(t) = | f(x + + dxdydz 
求 F'(t)， 其 中 于 可 微 ， 
一 盘 用 球 坐 标 变换 “ _ 
设 X=rsingcos0t, =7Ssinosin0，2Z=7cos0， 
则 有 | 
FD=| de | sin ed | fr2)72dr7 
v0 0 0 
= 4x | fOr)ridr 
.FF’(t) = 4rt:f(t?), 
例 23 计算 
1= ||| xyzdxdydz， 其 中 V 在 第 一 直 限 内 由 曲面 
下 
XYy=a:, XYy=b, y=ax, y= px 
(0<a<b, 0<a<p, 0<m<n). 
所 围 成 
“ 解 ” 作 变量 替换 
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&= 芭 ， VO= XY, 一 一 一 一 -一 尖 一 


则 图 成 VY 的 六 个 曲面 依次 化 为 
w= mM, WwW=Nn, D = Q*, 2 = D2, UU=0, UU= bb, 
计算 D(X,Yy,2) 7 ( 1) 


= E + -一 
Du, YWw) 21w0* | UW 


5 _ | 1 
且 有 X= y » Y= 22 ， z= (uti) 


u Ww \ 
由 | I | 站 ~ /2 UD (n+ | 
1 |. py 人 WwW Ul/ 
< 二 dvdw 
220 (+ du “ 


1 ps ,8 1 1 2_ yt, 1 
-直人 也 -9( 遍 - 亦 -ra 
+ 4ln |. 
0 . 
以 下 重 积分 可 用 坐标 变换 计算 ,可 以 作为 习作 课 的 选 题 。 
1. 计 算 I= || adxdy 其 中 疙 是 四 叶 玫瑰 线 的 一 叶 所 图 


元 


的 区 域 ， 即 (XxX?+)*= 2XYy 《Xx 之 0, .Yy 之 0 ) 所 围 区 域 ， 


( 答 : I= 和 ) 


2. 计 算 l1 = | XYydxdy DD 是 由 y= ax*,y=bx’,= DX， 


D 


y = dX 所 围 的 区 域 ， 


和 


1 
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3， 计 算 I= || eraxrdy 其 中 思 是 由 Xx? 十 她 =+ 妇 
D 


所 围 的 区 域 。 ( 管 : 1= 地 )。 


4。 计算 T= | azdadz 其 中 六 是 由 zx24 
+ 妨 与 2=1 所 围 区 域 .( 答 : I= 忒 ) 
5。 计 算 I= [| axayaz 其 中 V 是 曲面 (X? + 纺 +22)? 
) 
= az 所 围 区 域 ,( 管 : 1= 二 ras j 
6, 计算 I = ||| dxdydz 其 中 是 由 六 个 平面 
下 


QiX+DU+CIZ= 土 以 


所 围 成 的 区 域 
. Qi bo 
一 ( 答 : 1= -Adiduds 其 中 AL = la, b, ce, ) | 
Qa, bs cs | 。 


3 3 重 积分 的 应 用 


一 、 重 积分 的 几何 应 用 
用 二 重 积分 和 三 重 积 分 可 以 计算 平面 图 形 的 面积 、 空 间 
立体 的 体积 ， 空 间 曲面 的 面积 等 。 通 过 习题 及 习作 课 的 练习 
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不 仅 要 求学 生 掌 握 各 种 解决 几何 问题 的 方法 ， 而 且 要 他 们 学 
到 各 种 技巧 ， 以 便 快速 、 准 确 、 简 洁 地 解决 这 类 问题 . 
用 重 积 分 求解 各 种 几何 问题 的 公式 主要 有 
1。 XY 坐标 六 面 上 有 寞 可 求 积 的 区 域 品 的 面积 为 : 
Ss= || axay. 
在 极 华 标 平面 上 则 是 
S = | rdrdoq. 


D' 


2。 在 XY 坐标 平 而 上 方 坪 立 的 曲 项 柱 的 体积 为 
V = || fe ardy. 
其 中 Zz=f(X, 四 为 项 画 的 方程 ,D 为 柱 体 在 XY 坐标 平面 上 


的 底 . 
在 极 坐标 平面 上 则 为 
一 | flr cos ,7 sin 9)rdrdg, 


3。 空间 有 界 可 求 积 的 曲面 面积 为 


SVM (如) + eXay 


其 中 2 =jY 2 为 空间 曲面 的 方程 ， 
D 为 曲面 在 XY 坐标 平 甸 上 的 投影， 
车 用 极 坐 标 表 示 ， 则 是 


S = Vr 十 他 (52) 十 ($2) drdg., 
各 曲线 由 参数 方 种 
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X= XU, LV) 
{y=YyU0) (u,v0) ED 
之 = ZZ(U,V) 
给 出 ， 则 


其 中 
b= CX) + (Ys)* + (2,)? 
G= (X,) + (Y) + (2,)?, 
FPF=Xx, eX TY + 2 
4。 空间 中 有 和 界 可 求 积 的 区 域 V 的 体积 为 
T= dxdydz., 
有 
在 柱 坐 标 系 之 下 为 
I = | rdrdgydz, 


yr" 


在 球 坐 标 系 之 下 为 
I = 中 ozsin 2QDQOGO 
Vr' 


由 于 公式 很 多 ， 容 易 混淆 ， 这 就 需要 多 加 运用 ; 同一 间 
题 往往 有 不 同 的 公式 可 用 ， 这 里 又 有 一 个 选择 公式 的 问题 ， 
因此 应 在 习作 课 上 引导 学 生 总 结 -- 下 经 验 ， 多 做 些 练习 ， 才 
可 以 掌握 各 种 不 同 的 技巧 和 方法 。 

例 1 设 9 为 直立 在 xy 从 尘 面 上 方 的 昌 硕 柱 体 , 曲 项 硬 
的 方程 为 = 了 (X,Yy) (f(X, 让 三 0), DD 为 曲 顶 柱 体 在 XY 坐 
标 面 上 的 底 。 证 明 四 
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i 


n 


| f(x, Ydxdy = dxdydz,. 
| 
证 从 几何 意义 上 看 
feespdxdy 与 | dxdydz 部 表示 曲 顶 柱 
DD 好 
体 9 的 体积 ， 
男 一 方面 ， 将 三 重 积 分 化 为 重合 积分 ， 则 是 


Ni dxdydz = 1 dxay 


. 
9 D 


= | fx, yAxAdy. 


2 
例 2 计算 由 4 = 和 说 ，1=22=T+X2 二 这 所 围 立体 的 
体积 ， 
解 V-= | (1 +X:+ ydxdy 
D 


"firey) 
dz : 


-0 


其 中 口 是 XY 坐标 面 上 出 =X?， 
y= X 所 围 的 区 域 ,两 曲线 交 于 (0， 
0》 及 (1,1) 两 点 ,所 围 区 域 在 [0,1] 
学 围 内 , 当 0 志 XX 二 1 时 ，X!: 关 xX， 
所 以 


V = | dx 揣 (1+X +H)dY . 


0 
or 


1 


aa 
一 一 - . 一 


1 
由 此 例 可 知 计 算 休 积 ， 有 时 还 要 比较 函数 的 大 小 。 
例 3 计算 由 之 =1-42X2: 一 儿 ), 及 2=0 所 围 立 体 的 体积 。 
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解 ”为 确定 二 重 积分 的 积分 区 域 , 应 求 出 2 = 工 -4X2 一 扩 
在 XYy 坐标 平面 上 的 截 痕 ， 
人 rz=0 
2=1I-4Y -1 一 > x 
(1) 1 
2 
它 是 xy 坐标 平面 上 的 椭 贺 、 再 由 搬 圆 抛物 面 2=1--42: 一 狐 
的 对 称 性 。 得 
V=4 | (1 — 4X*— dxdy 


D 


1¥2 V adr 
-4 | dz | (1 ~ 4X’: — y)dy 
0 


和 区 
三。 
例 4 计算 旋转 抛物 面 2+ 了 入 =Q2 (4>0) ， 柱 而 22 + 
= 2QX 与 平面 4=0 所 围 立体 的 体积 、 
解 ” 该 立体 在 Xy 坐标 平面 上 的 投影 区 域 为 
X 十 入 委 20QX 
按 这 个 不 等 式 确 定 重 和 亚 积 分 的 上 下 限时 不 能 姓 免 二 次 根 式 ， 
显然 计算 麻烦 。 因 此 采用 柱 坐标 计算 。 令 
(X=7 COS9 
1 11=7Sin yp 
Z= 


有 


D(xX,y,) 
D(r,q ,Zz) 


抛物 面 方程 变 为 7 = gz， 柱 面 方程 变 为 


104 


三 了 


7=2Q cosg 于 是 
0 委 2 委 人 2/a ， 0<7E2g cos 0， 
。。 体积 
7- | dxdydz 


= so | cos‘ydw 


0 


之 as 
2 


例 5 计算 由 入 +z2z=40x 与 圆柱 YX? 上 + 久 =2aX 所 围 立 


体 的 体积 ， 
解 +Z2=4ax 是 旋转 抛物 面 ， 


显然 立体 在 xy 坐标 平面 上 的 投影 PD 即 为 圆 | 


所 围 的 区 域 。 于 是 有 


V= || 2 Tax-y dxdy. 


BD 


=4 


-0 


XT +y=20x 
Z=0 


24 Yazurmz 
dx | Vv 4ax-y dy 
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- 16 
= 人 (az+ ). 
\ 3 


例 6 计算 由 YX:+ 访 +2Z:= RR 与 圆柱 X:+ 人 =RX 所 图 


立体 的 体积 ， 
解 显然 该 立体 在 XY 坐标 平 
面 上 的 投影 即 为 
xX + = Rx 
(zo 
另外 不 要 忽略 还 有 XY 坐标 平 
图 25 面 卞 方 的 一 半 ， 并 由 对 称 


V=4|| vv Eerrydrdy. 


其 中 也 是 xd 坐标 平面 上 第 一 香 限 内 由 X+ 纺 = RX 及 y=0 
所 国 的 半圆 区 城 。 
于 是 有 


V=4| dz| VE rgdy 


a | uw 


寺 接 计算 这 个 积分 很 麻烦 ， 利 用 极 举 标 变换 则 比较 简单 ， 这 
时 万 的 边界 是 7Y= 只 cos 0 


Vi = 
0 


Reosd | 
V = | dd | VR:-r:rdr 


= 3 Re"| (1 — sins0)dd 


_Aps/X 2 
= 3 
例 7 计算 由 空间 星 面 〈22+ 吧 + 和 2)2 = 所 转世 体 的 
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体积 ， 

解 由 (z+ 信 +22)2=0s2 可 知 Q,Z 同 号 ,不 妨 设 它们 
都 之 0 这 曲面 关于 Xz 坐标 平面 ，yZ>2 坐标 平面 都 对 称 ， 所 
以 只 计算 第 一 赴 限 部 分 的 体积 即 可 .由 于 曲面 方程 里 有 税 + 
六 +2Z2， 所 以 用 球 坐 标 计算 方便 些 ， 这 样 曲 面 方程 化 为 


r=0% cosg, 


第 一 卦 限 部 分 只 须 了 到 
0 委 0 扫 二 ，0 么 0 去 和 
V=4| dn | do | 全 5 种 
Q 心 总 
= 上 TZC 。 
3 


例 8 曲面 XX 十 人 + QZ = 
4Q? 将 球 冤 + 分 十 2240Z 分 
割 为 两 部 分 ， 求 这 两 部 分 体积 
之 比 ， z 

解 ” 曲 而 二 绑 +a2= 
4Q* 与 球员 二 信 +2*= 4Q% 
相交 于 一 区 


XK + = 30° 
1 a x 26 
另 有 公共 顶点 (0,0,44)〉 。 如 图 26 
设 被 分 割 的 球 的 下 部 为 王 ， 被 分 割 的 球 的 上 部 为 卫 。 
用 柱 坐 标 先 求 上 部 1 的 体积 V，， 则 / 
V, = | dz | a | rdr 


0 ~ 4 这 证 
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由 于 球 的 体积 为 人 x(24)? = 0 


“ 下 部 了 的 体积 为 
V, 一 a 一 了 Qi 二 ya 


V _ 37 


La 


V, 27° 
例 9 计算 由 曲面 
(ar +OYiCc2) + (GX +h yte2) :+ (QT +hy+ 
Cs2)*=h* 所 围 立体 的 体积 . 
a b, Ci 
A=|ia, b, c,lI~0 
a, bs ¢, 
解 ”由 曲面 方程 可 知 它 表 示 一 个 酉 球面 。 
设 AaX+by+cz=u 
QAX TOY+CZ=L 
QAX+OY+CZ= 


Du,v ,0) 
利 $ 一 人 
则 有 Dir yz) 0 


D(X,Yy,2) _ 1 
” Du,v,w) A 


~ 0。 


V= -人 | dudvdw, 


W2 二 V2 十 Ww2 世 有 
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1 4 
-Aah 


例 10 计算 由 柱 面 X*+ 访 =Q: 与 访 +2Z*=Q? 所 图 成 的 
立体 的 表面 积 . 

解 ” 由 于 对 称 性 ， 只 计算 第 一 卦 =z 
限 部 分 的 面积 即 可 。 如 图 27 


S=16 | 5) + (3 Qaxady 


其 中 人 2 为 三 角形 区 域 
0<XEL, 0SYEX 


Z= a-X 


= 16a°, 

例 11 求 曲面 X?+2=2Q% 包含 在 柱 面 (xz 十 护 )2= 
2Q*XY 内 的 部 分 的 面积 ， 

解 在 2 坐标 平面 内 (2 +2 =20X8 为 双 纽 线 , 化 
为 极 坐 标 形式 则 为 ?7 = az sin 2p。 它 的 图 象 在 第 一 、 三 象限 
内 关于 原点 对 称 。 且 曲面 X*+ 玉 =2QZ 关于 轴 对 称 , 所 以 
只 需求 第 一 卦 限 内 的 面积 即 可 。 
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EEC $2) + + 

命 为 双 组 线 在 第 一 针 限 所 国 区 域 风 | 

S=-2|| 本 六 + 下 dxdg 
总 


引用 极 坐 标 变换 得 


27 av sin2m z 
S = 二 ‘dp a:+r:rdr 

0 

_Q 


= 了 (20 一 3r) 。 
全 12 计算 以 原点 为 心 半径 为 已 的 球 亮 被 两 条 全 线 和 
两 条 经 线 所 限 部 分 的 面积 。 
解 ” 从 球 坐 标 变换 知道 球面 的 
参数 方程 为 


X= Rsingcose 
y= Rsin 9sind 
Z= Ecosp 


= R: 
G-( 劳 ) + (小 ) 下) 
= 及 2Sin20 


OX ,0% 9X 十 一 乞 一 94 . 901 90% 
90 op 00 


110 


EG-F: = Rsing 


0 .<0<0,, yp EPE9,. 
?3 ez 。 
。 六 = | dg | R? sin gdo 
中 1 gi 


= R:(0,— 0,) (cos 9 — cosp,). 
以 下 各 题 可 作为 习作 保 的 选 题 .: 
1。 求 曲面 《X* + 入 +2)=3X32 围 成 的 立体 体积 。 


1 
( 答 : 二 ). 
2。 求 曲 耐 zZ=X2+ 久 2=2X2+2 信 81= aNY= 202， 
x = 2g，27 = (X>0,8>0) 转 成 的 立体 体积 。( 答 ; 字 a)， 
3。 求 由 下 面 曲 线 所 围 区 域 的 面积 。 
Xt+ty=Q, Xt+Yy=b, y=ax, y= bx, 


六 一 QQ- 一 C 
0<a<b, 0<a<p. ( 答 人) 
4。 求 由 六 个 平面 
QIX+DU+CZ= 十 六 
a,xX+b,y+c,2Z= 土 h, 
Qsx + bytcesz= th 


所 围 成 的 斜 平行 六 面体 的 体积 。 其 中 


CQ bo 
A =| a, b, c, 丰 0, ( 答 : Shh,h, ). 
Qa, bs Cs | A 
5。 计 算 曲 面 . 、 


所 围 的 立体 体积 。 。“( 管 : -二 -rabc ). 


(提示 ; 令 X=Qarsinycos:9 0<7r 志 1 
y=brsinpsind Qop<rn 
Z=creos'p 000027) 
6。 计算 螺旋 面 
X=Tcosp, Y=7 Sin gg, 2=h9, 0&7rea. 
0 三 三 2T 


的 面积 (P>>0) ( 答 ， "(av ri tmnt Va +h)) 


二 、 重 积分 的 物理 应 用 i 

重 积分 有 丰富 的 物理 背景 ， 反 过 来 又 广泛 用 于 物理 ， 尤 
其 是 力学 之 中 。 在 数学 分 析 课 中 主要 讲 这 以 下 公式 ， 

设 p(X,Yy，2) 表示 质量 分 布 在 空间 几何 体 V 上 任意 一 
点 p(X,Y,2Z) 的 密度 消 数 ， 它 在 V 上 连续 。 

1。 空间 几何 体 V 的 质量 为 


M = 省 pdxdydz, 


严 


2 。 空间 几何 体 V 的 质心 、 
设 人 的 质量 是 M， 则 质心 的 坐标 为 (c, 8,?)。 这 里 
1fff， 
C = 浊 中 xdxdydz. 


p= 调 ||| oYydxdydz。 | = 
y . 
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_1 
Y= 去 ozdxadydz. 
3。 转 动 局 量 
空间 几何 体 V 对 于 Xx* 轴 、y 轴 、2Z 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
1; = ov* (y+ 2 dxdydz. 
镍 dydz. 


1, -| ce (X: + 2*)dxdydz, 
F 


~ Pp" (Yi + xX) dxdydz. 


4， 引 力 。 设 MI(xyzy:2o) 为 空间 几何 体 V 之 外 且 和 具有 
单位 质量 的 质点 。 则 V 对 于 M 点 的 引力 在 三 个 坐标 轴 上 的 
分 量 分 别 为 

_ oC(X, Y, 2) (XX — Xo) 
F, = 各 dxdydz，. 


Fy = -ey YY qraydz. 
VW 
F, al | | PY 2 E20 dacqyde, 


其 中 K 为 引力 常数 ，7 = w(X 一 MX)2T (一 1)2++ (2 一 2)7, 
例 1 设 球 和 + 天 +22 魏 242 中 各 点 的 密度 与 坐标 原点 
到 此 点 的 距离 成 反比 。 印 


p(X, Y,2) =K 
求 球 的 质量 及 质心 。 


解 以 = 省 了 dxzdydz 


i 
VX+y+2 
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-| rdz| | > ed + 22 


7 3 和 十 yy 
其 中 424 表示 平面 区 域 + 玉 所 24z~ (O224) 经 极 华 
你 变换 得 
| dxdy _. | db 1 
0 "0 6 十 * 


区 2 和 2 
"VX t+Y + 多 


没 质心 的 坐标 为 (人 ,7 2) ， 由 了 立 的 对 称 性 知 5=7=0。 
1 ] 
= p(X, YU,2)2dxdydz 
a 
1 
-站 | y+ 2 xdydz 


二 一 一 一 。 Aka 
— AxKa’ 
3 


= | : : z | | 和 
例 2 求 由 ZZ=X*+ 好， 22 = Xt+ 1 XxX+Y=1, X+Y= 
-1, X-Y=1, Xx- 9= 一 1 所 围 成 的 几何 体 V ( 设 它 的 密 


度 忆 为 1》 的 质心 。 
和 设 磺 心 华 生 为 (5, 7 6), 入 的 对 各 性 知 8- = 用 =10。 
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和 一 = (2)， 11 := | 


UV), 
2 v2 


BB 


U= 2 (XY, VU 2 (Y-X), 
则 上 述 六 曲面 方程 化 为 


Z=U+V, 22=U + 


A 


zdxdydz 


< 一 
一 


1 区 和 1 22+D2 
M1, 


0 +) / 


例 3 求 由 四 六 + 人- 全 ) = 全 ) 

好 + (3 也 ) = (过 ) (>@) 所 力图 形 呈 的 质心 (密度 

鲁 为 1)， i 
解 ” 二 加 写作 极 坐 标 方程 形式 
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7=CQCSmn0O 7r=Dpsnb -<0<5 设 质 心 坐 
标 为 (&, 7), 由 对 称 性 知 &= 0. 
_ b\ Tp ,2 
显然 MM= (了) 一 元 是) = 于 0， 


则 7 = | |yaxdy 


bsin§ 


dg | rr Sin 8rdr 


We $1 
2 


= 1 (bs- as) | sin‘9d0 


例 4 求 半 径 为 已 ， 高 为 彤 的 均匀 圆柱 体 V 绕 着 过 其 中 
心意 碧 直 于 母线 的 轴 旋 转 时 的 转动 惯量 ， 

解 ” 先 建立 坐标 系 如 图 ， 旋 
转轴 为 轴 ， 过 中 心平 行 于 母线 
的 轴 为 z 轴 ， 中 心 为 原点 。 

风 


y T= | + 2)dxdydz 
下 


利用 柱 坐 标 变换 得 到 


2n RR 


h . 
了 = |ae) rdr| (SI:0 十 227G2 


0 -了 
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= TT (Re: + 和 


例 5 设 I 为 空间 某 物 体 V 对 zz 轴 的 转动 惯量 ,1 为 平 
行 于 2z 轴 的 轴 , 它 通 过 VV 的 质心 朋 与 z 轴 的 距离 为 4d， 训 为 V 
的 质量 。 证 明 


Z 1 


f= T+ Md, 

其 中 也 是 V 对 于 i1 轴 的 转动 惯量 . 

证 先 用 I 的 相关 轴 为 空间 
直角 坐标 系 的 > 轴 建 立 坐标 系 。 
设 六 的 质心 为 0 ， 不 妨 设 2/ 在 3 
轴 上 ， 坐 标 为 (0,d, 0) ,再 以 0/ 为 
原点 平移 坐标 轴 ， 得 新 坐标 系 0 “ ” 
一 X/1， 按 普通 习惯 说 它 是 0’ 一 图 30 
XY 2! ， 


| + Ydaxdydz, 


| ?+yY dx dy dz’ 


1 
一 一 一 
Ti 


已 和 X=X’, y=Yy +d, 之 = 
所 以 
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由 于 0 是 物体 V 的 质心 ， 它 又 是 新 坐标 系 的 原点 ， 所 以 V 
在 新 坐标 系 下 的 质心 坐标 (xi sisz0 是 (0,0,0) ,那么 仍 = 
从 而 
V 
将 此 式 代 入 ( 米 ) 式 即 得 
.I = T+ Ma 

例 6 求 密度 为 po 的 均匀 阅 柱 体 V， X?+ 纺 qa:，0 志 2 

<h 对 于 单位 质点 P(0,0,b) 的 引力 。 贺 柱 体质 量 为 训 ， 


解 变 贺 柱 体 对 帮 点 忆 的 引力 了 在 坐标 轴 上 的 分 量 为 
FEF,,F,, FE. 

由 VV 的 对 称 性 玫 

F.=F,=0. 

各 引 力 币 数 为 多 ， 


F, = -| (之 一 aa 
[LX + + (2b) 


| (ZzZ— Od 
-x| [axayl LX:+o Xt 2 OT 


各 上 十 yy < 一 人 


= on A 


-1b|+|Ih-b | 


重 积分 在 力学 中 应 用 非常 广泛 。 如 计算 压力 、 做 功 等 ， 
由 于 这 部 分 内 容 在 定 积分 的 应 用 中 做 过 许多 练习 ， 这 里 就 不 
再 讲 了 。 另 外 还 应 看 到 重 积分 在 物理 的 其 它 领域 如 电学 、 原 
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子 物 理学 以 及 化 学 、 生 物 学 等 方面 也 有 广泛 应 用 .、 

以 下 各 题 可 作为 习作 课 的 选 题 : 

]。 设 空 间 单位 立方 体 0 委 YX 委 1 0 委 委 10 委 2 和 1 上 
密度 函数 为 p(z, 加 z) =%+g+z， 求 它 的 质量 。 ( 答 : 


3 
2) 

2。 ” 求 由 抛物 柱 面 y= VX， Y=2WVX 及 Z=0， ZZ+X 
= 6 所 国 成 的 几何 体 的 质量 ,这 其 密度 恒 为 1,( 答 ， 全 v 


3。 一 正 圆锥 体 Y 高 为 产 (R >1) 。 其 轴 与 母线 夹 角 为 
。， 一 平和 地 过 圆锥 顶点 旦 垂 真 于 立 的 轴 ， 设 V 上 点 忆 处 
的 让 并 PP 到 4 的 距离 的 到 次 方 成 正比 (人 21) 。 且 当 瑟 到 


x 的 距离 为 1 时 密度 为 上 . 求 V 的 质量 .( 答 ， 2 + ta ) 
4。 求 由 2z=1-vx+ 丈 与 2=0 所 国文 体 的 质心 从 
了 1 
标 、 设 密度 为 1。 ( 管 : 《0,0, 工 )) 
5。 球体 驻 + 入 + 二 2RZ 内 任 一 点 卫 的 宅 度 为 PP 到 原 
点 距离 的 平方 , 求 它 的 质心 坐标 , ( 答 。(0,0, 了 RR )) 
6。 求 均匀 空间 体 V， + 于 + 二 2， XX 二 信守 2 
: 动 惯量 4r( 本- 
(z>>0) 关于 z 轴 的 转动 惯量 ，( 答 : 全 (dv 2 -5)) 


7。 求 由 以 下 曲面 所 围 的 均 习 体 V 对 于 2 轴 的 转动 惯 
量 . ZZ=X+Yy, X+Y=1,X+t+yYy= 一 1 一 2=1 7 一 2= 一 1。 


14 
之 二 入 4 
0.( 管 : 六 
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8。 求 密度 为 p。 的 均匀 球 
锥 体 对 于 位 于 其 顶点 的 单位 质点 
的 引 方 。 球 半径 为 R， 其 轴 截 面 
的 局 形 角 为 2gc。 ( 管 ; KKrpiR 
Sin*a) 


第 十 五 章 ”曲线 积分 和 曲面 积 


曲线 积分 和 曲面 积分 来 源 于 物理 中 的 实际 问题 ， 如 变 力 
沿 曲 线 作 功 和 流体 通过 曲面 的 流量 等 。 它 们 是 解决 偏 微分 方 
程 的 基本 工具 ; 曲线 积分 是 复 变 函数 积分 的 基础 。 因 此 ， 读 
者 要 深刻 理解 这 两 个 概念 ， 并 能 熟练 地 进行 计算 。 本 章 所 举 
例题 大 多 可 以 作为 学 生 的 练习 。 


$ 1 曲线 积分 


1。 第 一 型 曲线 积分 的 定义 和 计算 
定义 ” 设 AB 是 分 段 光滑 可 求 长 的 平面 曲线 段 ,函数 2 = 
f(M) 是 定 文 在 4ABL 上 的 有 办 函数 。 
任 给 AB 一 个 分 割 T， 分 点 为 ; 
A=A,, Al, , Ai, .…, An=B 
-一 一 ~ 
在 4 , 4; 上任 取 一 点 Wi， 做 和 


SFM) As 


”其 中 Ast 为 弧 段 A 14 的 弧 的 长 。 
令 d= max{Ast 的 直径 } 


如 果 不 管 分 割 了 了 如何， 也 不 管 点 Mi;E€ Ai_1Ai 如 何 取 ,只 
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要 最 大 子 弧 长 d->0， 极 限 

lim Sf CM As 
存在 ， 便 称 此 极限 为 函数 f(MD) 沿 曲线 AB 从 入 到 BB 的 第 
一 类 曲线 积分 ， 也 叫做 对 绝 长 的 曲线 积分 。 记 作 

|f ,as 


从 定义 可 以 知道 ， 它 是 小 弧 段 上 点 的 函数 值 与 小 弧 段 长 
的 渠 积 的 和 式 的 极限 , 这 个 极限 与 曲线 段 AB 的 方向 无 关 , 即 
1 (X,Yy) ds = [fcx, yds 


第 一 类 曲线 积分 和 定 积分 不 同 , 对 于 有 界 函 数 y= 了 (x)， 
XELQa,b], 在 定义 定 积 分 时 ,已 经 假定 了 Qa 过 0。 这 时 

i | fcoax- lim 之 1 了 (和 (Xi— Ki!) 
其 中 Xi; 一 Xi_ 1 = AX;:0，4=max{AXxi:}。 注意 右 端 的 积 
分 和 是 法 定 的 格式 ， 和 名 分 点 一 定 要 由 & 而 Xi 而 X 最 后 到 
D_ 
对 于 wb 的 情形 ， 按 照 法 定 的 格式 来 说 ， 仍 然 要 把 积 
分 写成 

| ycoax- lim >,f (5 A 人 Xi 


但 是 这 时 分 点 的 大 小 ， 
闫 序 为 ; b=xn i il .ose 
b= Mn< MX No 一 他 图 1 
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于 是 AXi=win-2Xiic0， 本 见 这 时 实际 是 


1 扫 所 用 


b n 
| f (xX) dx = i > (£1) (Ci 一 和) 


下 


= 一 lim fn (Xi_/— XD)= ~ | fax. 


因此 ， 定 积分 是 与 积分 限 的 顺序 有 关 。 尽 管 如 此 ， 第 一 类 曲 
线 积分 还 是 往往 要 化 为 定 积分 进行 计算 、 读 者 注意 到 上 述 区 
别 对 于 理解 第 二 类 曲线 积分 的 概念 是 有 益 的 ， 
2。 第 一 类 曲线 积分 的 计算 。 
1) : 设 函数 f(x, 2 在 光滑 曲线 段 AB 上 连 续 ，AB 的 
方程 为 
X=X(t) 


则 


加 


a . 
f(x, Dds= | fx YH xt) +y tt) dt 


一 一 


E) 


(1) 
如 果 曲 线段 4AB 的 方程 为 ,， y= 9 (0),a<X<b, 那么 有 
b 
fc, pds= | JP 1+"*X) UX (2) 
和 
如 果 曲 线段 AB 的 方程 为 ，X =X(S)，Yy=Y(S)，0<<s 
<L， 其 中 工 是 AB 的 长 度 ，s 是 弧 长 变量 ， 则 有 .: …. … 
1 (X,Y) ds= | fxs) , 21 (S) ) QS (3) 
个 


第 一 型 典 线 积分 是 绝对 量 ， 定义 中 已 经 交代 上 明白; 求 这 
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绝对 量 是 技术 问题 ， 信 定 积分 求 第 一 类 山 线 积分 是 用 得 较 多 
的 技术 ， 因 此 应 该 以 这 技术 为 重点 把 计算 与 概念 揉 合 起 来 。 
这 里 的 关键 是 必须 ds 守 0,ds 是 dt (或 dx) 的 线性 函数 ， 
ds 的 符号 与 Qt (或 dx) 的 符号 有 密切 关系 ，dt (或 dz) 的 符 
号 又 与 定 积分 的 积分 后 面 的 方向 与 屁 ( 或 dz) 的 符号 按 定 积 
分 的 定义 搭配 好 (这 是 第 一 步 ), 然后 再 按 ds>(0 的 要 求 把 dt 
(或 dx) 与 XI TY70) (或 V1+p 7X)) 的 符号 搭配 
好 ， 才 能 得 出 期 望 的 结果 。 
例 1 求 圆 的 周 长 。 
解 ” 设 圆 的 方程 为 ， X* + 人 访 =7?， 


0 和 雪 和 大 7。 咱 


公式 ， S= |\f(x,p(X)V ITDIN) dx 


~ 
AB 


图 2 由 


了 x | 人 d 
+ dx= ——dx 
ji 72 一 xX? dx VE 一 交 ? 


> | 局 


Y 


,A nr 
二 7 ATC S11— 一 
7 lo 


2 


= |f x, was 
这 时 积分 路 线 的 方向 虽然 改变 了 ， 可 以 计算 如 下 ， 
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pr pil, 


> - 和 Try 
”一 义 ， 一 一 一 
了 jf yds | .Vit ed 2 


BA 


由 上 面 例题 可 以 知道 ， 所 求 圆周 长 是 不 计 方 向 的 ， 属 于 
第 一 类 曲线 积分 ， 那 么 一 定 要 ds>>0, 而 ds= 土 wI+272(0X) 
dX， 那么 如 果 认 为 dx>0， 就 要 在 根 号 前 取 正 号 ， 局 时 要 1 
为 下 限 ，7 为 上 限 ， 这 是 第 一 种 解法 。 如 果 认 为 dX 过 0， 就 
杯 根 号 前 取 人 负 和 号 ， 同 时 要 7 为 下 限 ，0 为 上 限 ， 这 是 第 二 解 

求 (图 3) 中 曲线 段 AC 的 弧 长 ， 则 


r 
z | f(x, Dds = | f (x, ds+ |f (x, ds 


Ai 


AB 


J 

AC 

* 0 
= | Vi+ -2 UX 

9 六 一 区 


eg 


" 2 
+ -Vi+ dX 
2 和 一 区 


i 
=rarcsine 十 
四 了 lo 


加 FT 

+ 了 ArcC SinO—— | 
7 工 
2 


=7r- 1 = 2 
6 6 


La rp di 六 
pi pa ， 
| f(x, ds= Vi+ ~ dx =7arc sin2 
公 , 天 一 和 7 | 


12% 


Ar 
6 

人 C 时 , X% 月 0 增加 到 7?, 再 由 7 减少 到 
一 ，。 因 此 ， 在 求 A 到 CC 这 段 曲线 的 积分 时 必须 分 } 自 计算 以 

吕 证 di 取 正 值 。 

例 2 若 烛 线 GD) 是 精 圆 写 + 扼 1 在 第 一 当 民 就 分 ， 计 


算 积分 


Te 
ri 


[= oe 


(1) 


解 ” 棋 圆 的 参数 方程 , % = a cost, y=bsint，0<t< 


~ 3 = AX 2 dt = aU: Sin: t+ b: cos: tdt 
由 公式 (1) : 


| f (X,Y) ds = jia cos thsintv a sinit + bicostdt 
(L) -0 z 


:1— Co 2 pb? 1 + COS 2t 


这 里 令 cos 2t = ww， 则 sin 2tdi= ~ Sdu. 于 是 - 


1 pl pn2 
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2 4 2 _ 上 过 卫生 1 
_ ap 2 21 +b .b | 
4 bD:— a 3 2 pp | = 
_ab a+ab+b 
3 G+b 


和 若 用 公式 〈2) 则 
= 2 ax, ds= iTyzdx 


~ 1 /a (a:— D0)X: 
CA 0 
I bl /Tg 
, Qa:—X 
将 此 积分 算出 ， 也 可 得 到 上 面 的 结果 。 但 利用 公式 (2) 计算 
时 ， 有 一 点 需要 注意 :. 当 X=&a 时 椭圆 的 切线 斜率 为 无 穷 
大 ， 化 简 被 积 函 数 时 侥幸 地 消去 了 一 个 可 去 间断 点 。 型 利用 
公式 (1) 计算 就 没有 这 个 毛病 。 y 
例 3 计算 积分 
| ry ds 


《了 工 } 
其 中 (为 以 9(0,0》，A4(01,0)， 
B(0,1) 为 顶点 的 三 角形 围 线 . 
(图 4) 


解 | rgdds= | ee tdst rr)ds+ 


ff ) 


(L) AB 


5 
"| X* + ds 


在 线段 OA 上 ,y=0，ds = dz， 故 得 
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| (X’: + Yds= | xidx = 


04 


在 线段 OB 上 ，Xx = 0，ds = dy， 故 得 

| (r+ yds= ,dy= 二， 

有 
在 线段 AB 上 ,IJ=1-2x,ds=72dx， 故 得 
[oz+3Dds=| [Xr (x) Tdx= 2 2 


『 
| 


才 具 


由 此 得 
2 ，，2 _2 -一 
je +y)ds= (1+VE). 
例 4 曲线 (L)》 若 用 极 坐 标 方程 +=7?(0), 0, 志 9<<0, 给 
出 ， 且 了 (9) 连续， 试 求 
|f Cx, Wds 


{L) 
的 计算 公式 
解 X=r)ecos8, y=r(0)sing, 
ds= Vr:(0) +r’*(0)d0 
根据 公式 (1) 有 


| f (Xx, y) ds = ef)eos 9， 


(了 ) -_ 
r(0)Sin G0) yo) +7 2(0)CO 


例 5 计算 积分 
1= |lylds “ 


‘LL} 
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» 其 中 〈 世 ) 为 双 纽 线 ，(X 二 于) = Q(X: 一 六 ) 的 弧 ，、 
解 ” 双 纽 线 的 极 坐 标 方 程 为 


全 = 0 csSo 22，0 委 2 扫 2r， 


CSin 29 


下 
于 


?7 = 一 Q2Sin20 7/ = 
一 一 -DC 
ds= 2 二 TY132G9 = 7 
X 
六 ， ， 他 
4 ， ”Sin 67Q0 
0 


= (4 一 2 2)0° 
平面 第 一 类 曲线 积分 的 概念 和 计算 很 容易 推广 为 空间 第 
一 类 曲线 积分 。 如 果 曲 线 (L) 是 一 条 空间 曲线 ， 又 f (X,Y, 2) 
是 定义 在 《L》 上 的 函数 ， 则 了 (X,Yy, >Z) 疝 空间 曲线 (L) 的 


ye， y, 2)G3S 
《 工 ) 
者 〈 工 ) 的 方程 为 ， X=X(t)， y=Yy(t),， 2= z(t)， 
a<t<Bb 且 2 的 ，Uf (的 ，2 (tt) 在 Le, Bj 上 连续 ， 则 


# 
je zh 2Z)ds = | f x(t) 1， 
tL) 


z(t)) Vr yt dt 
例 6 计算 |z2ds, 其中) 为 球 面 XX:++2= 0 与 
L 


平面 人 +y+Z=0 相交 的 阅 周 ， 
解法 1 先 求 曲线 〈 工 )》 的 参数 方程 ， 出 方程 组 
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NT 二 2 
| (1) 
X+Yy+2=0 
消去 X， 得 2X2+ 人 TXT+ 攻 2= a 
或 Xt +XY= (2) 
旋转 坐标 轴 ， 
X= XCOsT +Y sinT = 2 x’ -yy) 
y= Ysin™ 十 1) ‘cos = ~ 2 ~ ( +Yy) 
方程 (2) 化 为 
3X 十 =Q 
埃 
fxz' = -cos0 
{| v3 0<I)<or 
[yy -asing 


得 到 所 求 圆周 的 参数 方 理 : 


{ x = 30 (cos 0 -sin 0 ) 
| 
| Vaal/ <0< 
= > 1 cosb+sing O&AE2A, 
1 2 \3 ) 
| z= ~ 2acost 
于 十 二 
「 % = 2 (~ sin 0 ~ COs ) 
Pf 
| y= 2 (- singteos 9 ) 
2 
22- /Zasino 
Le sn 
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> 


tt Zo=Q 


ov jz :ds = | (3 工 cos28 + Sin’0 ~ Fsin bcosg jad6 
_ ZX 2zc 


3 
解法 2 由 对 称 性 知道 ， 
|zas = | was 一 BLE 
{1) ( 工 ) (L) 
而 | (XxX:+Y +2°)ds= |azas = 270” 
(1) (L} 


其 中 最 未 一 步 是 借 上 (大 加 ) 的 周 长 2xa 推 来 的 。 
xids= Ee 
(L) 

2。 第 二 类 曲线 积分 的 定义 和 计算 ， : 

第 二 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲线 积分 不 同 ， 它 不 是 关于 弧 
长 的 积分 ， 在 直角 举 标 系 内 它 是 关于 弧 长 元 案 在 坐标 轴 上 投 
影 的 积分 ， 理 解 这 个 概念 应 该 从 物理 实际 问题 如 变 力 作 功 等 
问题 入 手 , 这 样 就 个 会 感到 这 定义 抽象 了 ,本 市 一 开始 就 讨论 
空间 的 第 二 类 曲线 积分 。 : 

”定义 设 (L) 为 一 条 光滑 或 乏 段 光滑 的 曲线 ， 且 设 
fx ,2 2) 为 定义 在 《L) 上 的 有 界 函 数 。 将 《〈L) 沿 一 确定 
方向 从 起 点 开始 用 分 点 Ai(Xi, soy2) 分 成 个 有 同 绝 段 
AAA =1,2,…,N。 且 设 AXi=Xi41 一 Xis 在 每 一 弧 上 段 
AAA 上任 取 一 点 Pi(&in1500) ， 作 和 式 : 

0 = 3 f (Pi) AX = > f (Sis i Oi) AX' 


4 
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其 中 《L) 的 起 点 记 为 和 (Xiy20， 终 点 记 为 品 (XZnru 
Yntis Zn41) 信 1= max {AiAi+}, 这 里 AiAir 表示 有 同比 
段 Aidi,, 的 长 度 ， 若 当 4->0 时 ， 和 o 有 极限 I， 且 它 与 
(L) 的 分 法 无 关 也 与 点 Pi 的 选择 无 关 。 则 称 1 为 f(xX,y， 
2) 沿 曲线 《上 L) 按 所 述 方向 的 第 二 类 曲线 积分 ， 记 作 
上 = | f (x,y,2) dx 或 I= | f (xsY,2) dx 
( 工 ) 


同样 可 以 定义 


~ 
A 


| f(y,2) dy | f (x,y,2) dz 


(1) ( 工 ) 


考虑 在 〈 工 ) 上 定义 一 个 向 量 调 数 上 (YX,8， 2) = P(x,y， 
z) i 了 +Q(X,y,Z) + 民 (X,Yy,2)Kk， 且 有 向 线段 AiAi,, 在 三 
个 坐标 轴 和 的 射影 分 别 汶 AXi=Xitri 一 Xr， Ayi= Yiti 一 i 
AZi= Yit! — Zi, 十 是 ， 治 下 面 的 积 
>》 P(Ei,Tis O07) AXi + QEis ni, 0 AY: + RE; Ts 0s) AZ1] 


i=l 


当 4= max{A4;, Ai41}->0 时 的 极限 I 存在 ， 且 了 与 点 Pi 
D4, pi) 的 选择 和 (LL》 的 分 法 无 关 ， 则 称 为 向 量 函 数 F(X， 
z/, 分 沿 曲线 (LL) 从 点 有 到 点 BB 的 第 二 类 曲线 积分 ， 记 为 
1= P(x,y, 2)dx + WX,Yy, 2)dYy + R(X,Y, 2) dz 
在 上 述 第 二 类 曲线 积分 定义 中 ， 形 成 积分 和 时 是 以 函数 
值 (86i,7i;, 02 和 AiAi, 在 坐标 轴 上 的 投影 相 乘 ， 而 AiA;,， 
在 任 一 轴 上 的 投影 是 与 方 同 有 关 的 。 方向 变 为 反 向 上 时， 投影 
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也 变 号 ， 因 此 ， 对 于 第 二 类 曲线 积分 有 


三 
| Pdx + dy + Rdz = Pax + Wdy+ Rdz 


此 
例 1 计算 积分 
| xydx + (yy ~— xX) dy 


( 工 ) 


其 中 (ZL) 分 别 沿 (图 5) 中 路 
线 (i) AB; (ii) ACB (y= 


=2(X—-1)*+1); (iiiy ADB 


) 


by 


- -CC " mp | 


进行 。 一 可 - 
解 (1) 线段 AB 的 方程 可 表 为 ， 到 5 
三 十/ 
iis 
y=1+2t, 
于 是 


XxXydx + (y— Xx) dy 


CCl +t) (1 + 2t) + 2t1dt 


| 
| 


(1i) | Xydx + (y ~ Xx)dy 
Acs 


-| MXYL2(X 一 1) +1j+[2(xX-1)+1-xl}dx 
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9 
一 2 一 
6 


(iii) 折线 ADB 有 两 段 AD 与 DB， 在 沿 直线 AD 时 ， 
y=1, XEC[L1l,2,, 沿 直线 DB， XZ=2，2ELl3， 所 以 

| XYydXx + (y — xX) dy = | xydx + (1 ~ XdYy+ 

ADB 


45 
+ | XxXydx + (Yy-— xX) dy 


而 | xydx+ y- X) dy = | xyd 
AD a5 
| 
DB 


xz= | Xdx = ~ 


| xydx+  - Xdy= | (yy — Xdy = | (y -2)dy=0 


一 


DBE 


oo | XYydx+ (yy— X) dy = 


例 2 计算 积分 
il,1,1) 
L:: | ydx— (xX~Y dy+ Xdz 


- {NO ,rt) 


积分 路 线 如 (图 6) 。 

(i) 直线 OP; (站) 正 立 方 体 的 

读 OABP; (jii) 直角 边 OBP， 
-图 6 解 〈) ”根据 (图 6) 有 

X =1=2=t 于 是 dxX=dy=d2= 以 所 以 


L= | 2idt=1, 
~ 奥 


(jii) ”把 积分 路 线 分 为 三 部 分 OA4 + AB + BP， 于 
134 


是 沿 04， 0<Xe1, 2 = 之 = 0, dy= dz=0, 所 以 LL= 
| oaz=o. 沿 4B, 0&y<1,X=1, X=0，dXx=dz=0, 所 
以 了 := 一 | (1— Ydy= -二 沿 BP. 0 和 2 和 1，X=1 = 
1 
]， dx=dy=0 所 以 Ls=| dZ=1 
0 
oe L=L,+L,+L,= 地 
(iii) ”把 积分 路 线 分 成 两 部 分 OB + BB, 于 是 沿 OB 
有 X=Yy=t, 2=0, dxX=dy=dt, dz=0, 所 以 =| tdt 
= = 而 沿 吾 PP， 由 (ii) 有 ZL, = 1， 于 是 工 = 
例 3 计算 积分 


ko | oo 


T = IF. ds 
(L) 

其 中 五 - (xz 了 5 + 3Y2Z) 2+ (5X+ 3XZ— 2)j + (3XY 一 ZK 

(i1》 积 分 路 线 (L) 是 由 妇 沿 螺旋 线 上 , 到 了 (如 图 7)， 

蛙 旋 线 民 的 方程 是 : 


om 
er 


(X=Qcost 
1y=asint 
| > _ -2 
Lz=37 
(ii) 积分 曲线 〈Z)》 由 
及 沿 直线 [到 8B y 


X=Q，Y=0, 2=0 对 应 的 点 是 


图 7 
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A(a,0,0); 当 了 = 2x 时 .2X=a， y=0, 2Z=C, 即 对 应 的 点 是 


B(a,0,c)， 又 在 L, 上 时 ds= {~asint, a cost, -2 jat 政 
得 积分 


I = | ds = | (X*+5Yy+3Yy2)dX+ (5% +3XZ 一 
(L) Li 
~ 2)dy + (3XY - 42)dz 

= 一 2C- 

(11) ”积分 曲线 由 有 语 直 线 了 到 B 点 。L,; 的 参数 方 
程 为 

X=a, y=0, ZzZ=1t, 

$=0 对 应 于 4 点， = 2C 对 应 于 有 点 ， 又 在 上 ;, 上 , 4xX=0， 
dy=0, dz= dt. 


“» 了 = |E. ds - | (i By + 3y2) dx + (SX + 3x2 


L, L, 
>” — 2)dy + (3Xy ~ 42)QZ 
。 
| -| — 4tdt = — 2cC°, 
B (V0, 1) m 0 
\ 例 4 计算 积分 
i A 0 中 Xdx+xydy 
图 8 Peppy 


其 中 AmB 是 从 点 A(1,0) 沿 加 周 X= cost， y=sint(0<t 


< 节 到 点 B(0,1)， BnA 是 从 点 B(0,1) 沿 直 线 到 点 A(l， 
0) 。 
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解 中 Xx’dx + XYydy 


~ 一、 
AmBnAd 


= | xX:dx + XYydYy+ | XxX:dx txXydy 


PP 一 、 
AmB Bn 
先 求 积分 


| Xx:dx + xydy 


| 


nn 


= | (~ Cost Sint + cos’t sin t)dt 
. 0 


=0 
再 求 积分 
Xx:dx + xydy (1) 
由 于 直线 方程 为 X+yY=1， 此 时 参数 方程 可 写 为 : 
全 7Y (2) 
y=Y 
按 积 分 路 线 方向 Yy 是 由 1 下 降 到 0， 将 (2) 式 代 入 (1) 式 
得 到 z 
| widx + wydy= | -Dd + -DYydy 
Ba 和 
-4 
6 
中 Xdx + XYydy = 二 
AmBna 
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32 曲面 积分 


曲面 积分 是 要 计算 空间 曲面 上 分 布 着 的 量 ， 它 的 概念 、 
性 质 、 计 算 方法 和 曲线 积分 有 很 多 类 似 的 地 方 。 读 者 在 学 习 
中 可 以 加 以 对 比 来 深刻 理解 两 类 曲面 积分 的 区 别 。 

1。 第 一 类 曲面 积分 的 定义 和 计算 。 

定义 ” 设 函 数 了 (X,Yy,2) 在 光滑 曲面 (S) 上 有 界 ， 把 
(S) 任意 分 成 即 块 小 曲面 AS;(AS: 同时 表示 第 i 块 小 曲面 
的 面积 ) ， 令 4= max{AS; 的 直径 ) ， 在 AS 上 任意 取 定 一 点 


(éi9 111901) 多 如 果 极 限 
lim 2 fs) AS 


存在 ， 并 且 与 曲面 (3) 的 分 法 和 点 《51,7i90i) 的 取 法 无 关 ， 
便 称 此 极限 值 为 函数 了 (X,Yy,z) 在 曲面 (S》 上 对 面积 的 曲面 
积分 ， 或 称 第 一 类 曲面 积分 。 

第 一 类 曲面 各 分 可 以 化 为 二 重 积 分 计算 ， 

设 在 直角 坐标 系 0 一 xy2 的 空间 中 ， 百 一 多 请 的 用 参 数 
表示 的 曲面 >) ， 

X=XU DD), Y=YU VD)，2Z=2(U DO)，(U 7) E 之 
这 里 之 为 Uv 平面 上 的 一 个 区 域 ， 则 

| fe,y, 2 ds 


(S$) 


一 | fco yD HUD) TU OA EG-F: dudv 
由 
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其 中 E= Xx + 十 
F = Xuxv uv + ZuZo 
G=X, + ,+Z, 
例 1 计算 积分 | 
||zas 
‘5S) 
其 中 (S) 为 =X*+ VY 位 于 球 罚 
Xt+ 旭 +2= RR* 内 上 且 在 XY 面 上 方 
的 那 一 块 。 曲 面 (9) 的 方程 为 ， 


J 
Lk 
0 委 6 所 只 
0< 委 0 二 27 
Xi=psin 开 cos0= pcos6 
2 0 委 0 
._ NH. 2  ， 
一 一 一 二 a 9 D=|{ 
y 0 sinTSsint 7 0 sin (00) EC < 
ocos T= 
之 = DCOS 4 一 
这 时 
如 2cosb， yy, = 2sin 60， > = 六 2 
2 2 
Xo = -~ 20 sing, Y= -20 cos 9， Zs=0 
于 是 得 到 
bE=1, F=0, G= 50 
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Vv EG-~-F: = sf 
所 以 
eas- YE fore- “EN a [oa 
- 4 .0 
( D 
= 2 nh’, 
8 
例 2 计算 积分 


J= |\(X: + y+ dS 

| 

式 中 (5S) 为 八 面体 |X|+|yl+1z|=& 的 表面 ， 
解 ” 由 对 称 性 可 知 


1-8|| (x: +Y +2 ds 
(S1) 
其 中 (9 是 (S) 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 ， 即 
XX 之 0，Y 宇 0，Z 宇 0，X+YyTZ=Qa, ， 
由 守 +y+Z=Q 得 
dS\I=w 1+(~-1):+(-1): dxdy=\ 3dxdy 


uw 


.» T=8 | (+ 了 + 3 * dxdy 
(Si ) 


=8 3 | [X*+Yy + (Qa~-X-Y Jdxdy 
这 "7 


字 Ir 
dx | 2(X + +tXY-AT 
- 0 | 


Pi 


~=8W 3 


~ay)dy 
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例 3 求 积 分 
Se + ydD 


(S51} 
”其 中 (9) 是 球面 X*+y+22= RR 
解 由 X=Rsingweos09,y= Rsinowsin09,2= Rcosg, 
求 得 
dS = R’: sin o2dodo 。 
由 此 得 


| 到 + 2do= 忆 - 因 dad | sin:pdoy = FRR 


($} 
例 4 求 积分 
| Q9 
MX 二 
其 中 (9) 是 半径 为 为 ， 高 为 屎 的 直 圆 柱 面 。 
解 这 积分 与 坐标 原点 的 位 置 有 关系 ， 如 果 取 底 的 中 心 
为 坐标 早点 ， 柱 面 的 轴 当 作 z 办。 柱 面 参数 方程 表示 为 


X= Reost, Y= Rsint, 2Z=Z, 


求 得 
dD = Rdzadb 
于 是 
| dS | Rdzd06 
2 2 2\ 72 
ld +Yy Fa eR (R’ + 22) 
: Th 
_pi’’ ep ] 
=R| id a (R*: + 2 =27R( 言 - 4 - 


2。 芝 二 一 闪 亲 面 全 分 六 乓 定义 和 计 香 ， 
给 定 曲 面 ee) ,这 类 图 面 积分 朗 求 曲面 是 双 侧 的 ， 而 且 
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要 先 确 定 它 的 一 个 侧 ， 设 (3〉 是 由 方程 
= ZZ(X,Y) 

表示 的 无 重点 的 光滑 曲面 ， 它 在 XY 平面 上 的 投影 为 边 界 由 
尿 段 光滑 曲线 上 所 围 成 的 区 域 9;5. 

将 曲面 (S》 用 任何 方法 分 为 nn 小 块 Si(i= 1,2,*…,7) 
设 G 为 Si 在 XY 平面 上 的 投影 ， 从 而 得 到 区 域 gzy 的 一 个 
相应 分 割 ， 如 果 曲 面 S 取 的 是 上 侧 ， 这 时 所 有 G 的 面积 算 
作 正 的 ， 和 否则 算 作 负 的 。 设 有 界 函 数 f(Z，Vy，2z) 定 义 在 口上， 
在 每 一 小 块 9; 内 任 取 一 点 Pi(sis7i6i)， 作 和 式 


0 = >, f si 75067) Ds 


其 中 Di 表示 Gi 的 面积 ，D 是 带 有 符号 的 。 设 d 为 9 的 直 


lim > f (8:,71,60) Di 


存在 为 I， 且 了 与 曲面 分 割 的 方法 无 关 , 也 与 点 Pi 的 选择 无 
关 ， 则 称 工 为 f(x,yyz) 沿 曲面 CS) 所 选 一 便 的 第 二 类 曲面 
积分 ， 记 作 


1= | f(x,Yy,2)dxady 


若 将 S; 投影 到 zj 平面 上 或 2 平面 上 ， 可 得 到 类 似 的 
两 个 第 二 类 曲面 积分 : 
| f(x,y,2)dydz 或 | f(xX,y,2)dzdx. 


(5) (5) 
” 注 ; 论述 第 二 类 曲面 积分 时 ， 如 果 涉 及 到 曲面 上 闭 茧 线 
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的 曲线 积分 ， 这 曲线 的 走向 要 和 曲面 的 侧 相配 合 ， 例 如 曲 务 
由 之 = 了 (X,Y) 给 出 ， 并 且 选 定 了 用 它 的 上 侧 ， 那 么 曲线 的 走 
加 要 取 反 时 针 方 向 ， 此 时 取 投 影 面 积 为 正 。 

从 两 种 曲面 积分 的 定义 可 以 看 出 ， 第 一 类 曲面 积分 是 由 
小 块 曲 面 上 一 点 的 函数 值 与 小 块 面积 的 乘积 求 和 再 求 极 限 ， 
而 第 二 类 曲面 积分 是 由 小 块 曲面 上 一 点 的 函数 值 与 带 有 方向 
的 小 块 面 积 在 坐标 平面 上 投影 的 乘积 求 和 再 求 极限 ; 从 人 性质 
上 讲 ， 当 曲面 的 方 同 改变 时 ， 弟 一 类 曲面 积分 的 值 不 变 ， 而 
对 第 二 类 曲面 积分 要 改变 符号 。 这 就 是 两 类 曲面 积分 的 区 
别 。 它 们 之 间 由 下 面 的 等 式 联系 着 ， 

| f (X,Yy,2)dxdy = | f(xX,Yy,)cos rds 


(C5) (5S} 

不 论 (5S) 取 的 是 哪 一 侧 ， 这 等 式 一 概 成 立 ， 这 是 因为 (5S) 
由 上 侧 变 为 下 侧 时 公式 左 端 的 积分 值 改变 符号 ,同时 7? 也 要 由 
锐角 变 为 钝 角 ，coszr 也 改变 符号 ， 因 此 右 端 的 积分 也 改变 
符号 。 : 

现在 讨论 第 二 类 曲面 积分 的 计算 : 

例 1 计算 积分 

| |xyzaxdy 

其 中 (5) 是 球面 X*+W +2 = 1 
在 第 一 、 八 卦 限 的 部 分 , 取 球面 外 
侧 。 

解 ” 设 (S) = (S1) U (5;)， 曲 
面 在 第 一 、 八 卦 限 部 分 的 方程 分 10 
别 为 ， 
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(S,) ， 2 = 1 Ay 

(S); 22= — TR 
它们 在 Xy 平面 上 的 投影 区 域 D,， 部 是 单位 图。 在 第 -- 象 限 
的 部 分 ， 依 题 意 积分 是 沿 (S,) 的 上 侧 和 (CS,) 的 下 侧 进 
行 ， 所 以 


六 


| XYyzdxdy = | XxXyzdxdy + | xyzdrcy 


站 


CS) (S1) (S2) 
= | |xy Ia dxdy- 
5, 


- || -xy TR rdy 


D;, 
=2|| zy -xy drdy 
D., 


1 
= 21 d9 | 7 Cos Sin rw -72 dr 
. 革 


例 2 计算 积分 
中 2xdydz + xXydzdx + yzdxdy 


$y (S$) 
XxX*+ y= R? 


其 中 (S) (图 11) 是 士 圆柱 
” 体 的 外 侧 。 


解 ” 先 求 了 = fh yzdxdy 
2 11 (8) 


将 (9S) 分 为 五 块 ，(S,) U (S,) U (S,) U (CS ) J (S,) 
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其 中 (31) (S,) 和 (Ss) 与 XY 一 平面 垂直 ， 因此 在 这 三 部 分 上 
积分 为 等 。 在 9 上 由 于 2 = 0 而 积分 也 是 零 ， 


。 1=|| yzdxdy= H | ydxdy 


Ss X2+ YAR? 
X20,Yy20 
下 
-五 | a9| VR-y dy 
_ i 


ZXxdydz = | ZR:— ydydz 


(5) 0 所 RR 


H R 
| zdz| vw R:— ydy 
.0 0 


~ EH 
8 
1,= ($ xydzdx = | Xv Ri- xidzdx = 2 
(S$) (之 7 


Ct 所 :> 守 六 


中 yzdxdy + 2xdydz + xXydzax 
S 


_ 2xR’ xRH’ 
3 8 
例 3 计算 积分 
z I= || (1 — 2)dyd2z + (2Z—X) 


(8) 


dzdx + (xX — ydxdy 
其 中 (S》 为 半球 ， xX? + y+ ?= 
2Rx(z0) 被 柱 面 XX + + Y= 27X 12 


145 


《有 >>7>0)7 截 下 的 部 分 。 (图 12) 
解 ”截面 的 法 线 方向 系数 为 ， 


TX-KE，Y，2. 
方向 余弦 为 : 
(一 一 ,一人 一 一 
txX-R) :++ 十 x- RI+y+t2 


i) 2 2 
士 w (x-R):+y+2: 十 尺 ”十 RR” 土 RR 
因为 cos ?>0， 而 2 这 0， 所 以 上 式 中 的 R 取 正 号 。 


, ey + 
向 当 COS C 三 5 一， cos p= 襄 ， COSY = 一 


=k 
根据 两 类 曲面 积分 的 天 系 公 
| (Y- 2Z)dydz+ (2 ~ xdzdx + (xX— ydxdy 


《5) 


-| | (y-2) ET + (2—X) 六 + (xX —Y) 


之 
EL 


= | (z— dS 


《33) 


积 分 曲面 大 于 Y= 0 对 称 ， 所 以 


例 4 计算 积分 
1= | Xx"dydz 


+ 


《8) 
2X” of pd ~ 
解 ” 把 曲面 (S〉 表 示 为 参数 方程 ， 
X=asingpceos0, y=Dbsin psin0，2z= CCcos oq, 
J 
(0<p< 工 ，0<b<2r ) 
于 是 有 。， 
1 = | Q Sin 9 cos'0 WH 2 g C2) pdb 
| 9(9250) ， 
Doo 
其 由 Oy,Z) locos psing bsingcosel 
9 (9,0) 一 CSin 0 0 
由 于 积分 在 〈9) 的 外 例 


= pcSin-o coso 


工 = | 4 Sin 0 Cos 0 bc Sin20cos 0 QQa0 
Des 


. . 
= QDbc | sin' dp' cos40Q0 
| 


= rabe 
33 积分 在 物理 中 的 应 用 
曲面 和 曲线 积分 在 物理 中 应 用 很 广 ， 我们 只 举 几 个 典型 


例子 。 
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例 1 求 一 质点 沿 zxg 平面 内 的 精 圆 《〈c) 运动 一 周 所 作 
的 功 ， 设 棋 贺 方程 为 鞠 + 委 = 1， 力 场 为 ， 


mi 


F = (3X ~ 4Yy+ 22) i + (dX+ 2Y 3z2)j + 
+ (22X2 — 41 :+ zs) 天 
解 在 平面 2=10， F = (3 一 4 i 二 《4 区 十 2) 了 -~ 
-4 和 ,dy7 = dxzi+dayj 因而 所 作 功 是 : 
中 F dr = 中 L(32 一 4 i 十 (4X + 2 I 一 4 人 KE] 。 
GC C 


(dx i + dy j) 
= 中 (3X — 4dx + (4xX + 2 dy 
了 
椭圆 的 参数 方程 为 ， 
X= 4cost，1 = 3SlInt，0 和 过 { 和 27。 
于 是 积分 等 于 


| [3(4cost) -4(3sin 四 ][L - 4sin tdt+ 


+ [4(4cost) + 2(3s5in t)1[L3cos tdt 


2 
= (48t 一 15Sint = 96x 
0 


例 2 求 问 最 Q =yi+Zj+XkK 窜 过 由 平面 =0， 
J=0，z=0，2XZ+z+2=w(a>0) 所 包 团 角 锥 的 全 表面 的 
流量 ， 

”和解 将 角 锥 的 四 个 面 依次 表示 为 S1,S;, 5S， Ss， 由 它们 
所 图 成 的 四 面体 的 表面 为 S， 并 取 S 的 外 人 为 正 侧 ， 则 流量 
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(0) = 中 ydydz + zdxdz + xdxdy 
S 


在 S 的 方程 和 被 积 式 里 ， 把 人 ,yy, Z 轮换 一 周 ， 总 结果 都 不 
改变 ， 由 此 知道 


QQ = xdxay 
= s| || XdXxdy + 1 Xdxdy+ | Xdxdyt+ 
D1 S， S; 
+ [Jxaxay| (1) 
D4 


由 于 S, 和 S, 在 XY 平面 的 投影 域 的 面积 为 0, 故 。 ， 
|| xaxdy= | xdxdy = 0, 


DI Ds» 

又 因为 
||zaxay= — | xdxdy 、 
S, a 


| Xdxdy = | xdxdy 
4 


4 1 0 ,yo 


将 所 得 结果 代入 〈1) 式 得 只 = 0， 
例 3 试 求 螺旋 线 L; X=acost, y=asint, z=ht 对 
应 于 0 所 tm 的 一 段 弧 的 重心 ， 


解 M = |a5s -| a Thidt= m/e. 
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xdS= | acostVar +h:dt=av a:+h’sinm 


2 


L .- 

luas= | asint a+hiadt=av/ a rh (1~ Cos m) 
上 . 

|zas = | ht ar nadt=h /ot+h’: Ub 

1 0 


e _ 一 一 信 一 和 ~ 一 一 
。 重心 坐标 ， *= Nm, 3 = (1 COS 7) ,2 = 
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第 十 六 章 ”各 类 积分 间 的 
联系 和 场 论 初步 


在 三 维 空间 中 各 类 积分 牵涉 到 区 域 与 其 边界 的 公式 有 格 
林 公 式 、 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 ， 这 些 公式 不 仅 有 明确 的 
物理 意义 ， 实 际 上 又 是 高 维 空间 里 的 微 积 分 基本 定理 ， 它 们 
刻 划 了 在 高 维 空间 中 微分 与 积分 的 关系 ， 其 中 详细 的 讨论 还 
要 进一步 的 知识 ， 现 在 不 能 多 谈 。 本 章 只 要 求 读者 切实 掌握 
三 个 公式 ， 并 能 熟练 地 用 它们 解决 一 些 积分 的 计算 问题 . 


$ 1 各 类 积分 间 的 联系 


1。 格林 公式 畏 

设 吕 是 以 光滑 曲线 1 为 边界 的 平面 单 连通 区 域 ， 函 数 
P(x,y) 和 @(x, 胃 在 D 及 1 上 连续 并 具有 对 X 和 yy 的 连 # 续 
偏 导数 ， 则 有 


中 和 全 dxdy= Ppar + Qay (1) 


积分 路 径 1 的 方向 规定 为 人 沿 着 曲线 1 行走 时 DD 人 忆 在 它 的 左 
疤 ， 

格林 公式 的 应 用 : 

(1) 格林 公式 指出 了 在 平面 区 域 D 上 的 二 重 积 分 与 沿 
着 DD 的 边界 1 上 的 曲线 积分 之 闻 的 关系 ， 根 据 这 个 关系 ， 有 
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时 可 用 二 重 积分 来 计算 曲线 积分 ， 有 了 时 也 用 曲线 积分 来 计算 
一 午 积 分 

《ii) 在 物理 、 力 学 中 往往 要 问 在 什么 条 件 下 场 力 所 作 
的 功 与 路 线 无 和 天， 在 数学 上 这 就 是 问 曲线 积分 与 积分 路 径 无 
关 的 条 件 . 


例 1 将 格林 公式 变 成 
站 各 + 训 dxdy = ppay - -Qdx 
的 形状 ， 或 
上 中 ( 守 + 名 ) dxdy 
- gtpeee + Qsin(x,n) Jds 


的 形状 (其 中 表示 朝 外 的 法 线 方向 》 
证 在 格林 公式 


| 器- 急 ) dxdy= Pdx + Qdy 
: | 
中 以 了 P 代 @, 以 -@ 代 己 得 
人 (+ 呈 ) dxdy= Ppay- Qdx 
总 
= PEPeos(x,n) 十 Qcos(y,n) lds 


= iPeosCx,n) 十 Qsin (x,n)jds 
| : 


上 式 是 因为 dy = cos(X, Nn)ds 
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— dXx= cos(y,n) Cs， 


例 2 利用 格林 公式 计算 曲线 积分 ， 
1= oe + Ux +YyXY+IN(X+ XI ty) Idy 


式 中 ! 为 区 域 了 0<X<r，0<y<sinx 的 正方 向 的 围 线 。 


(图 1) » 
解 P= /x+ 
Q= yxy+ln(x+ /Xr i )] y= sinx 
oP 3 
Of Vx+y 
本 
利用 格林 公式 得 


4 


[= | YdXey = | .dx | YdYy = - 半 . 


例 3 计算 积分 
_ ,2_ 
I= 中 e | "(Cos 2xydx + 
! 


sin 2xydy) 其 中 1: AnB 是 抛物 
线 ， BmA 是 连接 点 BB (2,4) 和 
扩 和 (1,1 ) 的 直线 。 (图 2) 


2_ 2 


- (x -py ) 
解 P=e COS2XY 
(x2- 2 ， 

世 


=e Sin 2XY 
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应 用 格林 公式 ， 由 于 二 重 积 分 的 被 积 函数 为 零 ， 故 积分 值 为 
等 ， 即 


rl? 
中 e “YY (cos2xydx + sin 2XY dy) =0 
I 
本 题 可 以 直接 计算 曲线 积分 用 以 进行 验算 。 | 
y 测 4 计算 二 重 积分 
» _ 2 
| dx dy 
D | . z 
区 域 DD 是 以 0(0,0)，A(1,1) ， 
B(0,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 。 


《图 3 ) 
解 应 用 格林 公式 ， 这 时 
-xe “ 
2 
中 xe dy 
= | xze- dy+ | dy+ | dy 
训 入 Fa 
1 2 
=|ye dy 
0 
~ 1/1-_.1 
| (1 上 
例 5 计算 积分 
7 - 2 
十 


1 了 全 正则 在 硬 周 Cw Di Da 1 上 流行 ， 
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和 


2) ! 依 正 向 在 圆周 X2+ 妨 =1 上 进行 。 
解 1) /不 包含 坐标 原点 。 


XX 
P= ry 机 
oP _ 仿 一 2 9 


Oy (二 ox -i 
由 于 曲线 1 不 包含 坐标 原点 ， 因 此 在 i 上 和 1 内， 


处 处 成 立 。 用 说 林 公 式 厂 得 ， 


oO _ oP\ 
(人 ox 0y Gy /ddy= 9. 

2) 包含 坐标 原点 | 

由 于 函数 P(X,y)，Q@ (X,Y) 在 原 点 不 存在 ， 故 这 有 时 


在 原点 处 不 能 成 立 ， 因 此 不 能 直接 应 用 格林 公式 。 我 们 以 原 
点 为 心 ， 充分 小 的 数 6 (0<6<1) 为 半径 作 圆周 c， 取 c 为 
顺 时 针 方 向 ， 使 由 c 和 /组 成 的 L+c 所 围 区 域 也 的 边界 为 
正 向 ， 于 是 在 区 域 D 及 边界 1+c 上 P,Q@ 处 处 连 续 ， 且 有 
连续 偏 导数 ， 此 时 可 应 用 格林 公式 ， 又 因 


QU -9F 
oxX oy 
故 有 
et 
+e - 
则 得 
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-| _ _ [Xdy— ydx 
和 十 入 ， Xt 
= | XY -YAX 

X + 


c— 


其 中 c 表示 与 Cc 有 反 向 的 贺 辕 . 
以 X= ocost，Yy=0 sint 且 取 积分 下 限 和 上 限 分 别 为 0 
各 27 得 


7 - | 一 os + Sint) Jr- 2 


0 


例 6 证 明 等 式 
922 9 Ou 
| 和 + E77 SR ) dxdy = | 于 a 
四 D ! 
其 中 1 是 区 域 D 的 围 线 ， 
证 由 格林 公式 


[可 十 3 dxdy 


一 J EPeossn, + Q sin (x,n)lds 


法 线 方向 的 方向 导数 ， 


OU  - 
On “ 


已 
Ou 一 、 Ou  ， > 
-9 BECOSX,n ) + Er n) las 
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Ou 
on ons 


2， 高 斯 公 > 式 

设 三 维 空间 单 连通 域 Y 的 边界 曲 而 口 是 光 滑 的 ， 函 数 
P(xX,y,Z)，@(X,ysZ)，R(X,YysZ) 在 V 及 S 上 具有 关于 
X，Y，2 的 连续 偏 导 数 ， 则 有 


川 (5 Ox + - Se )dxdydz 
| Y 


- | | Payaz + Qdzdx + Rdxdy 


= 外 


= ||tPeos(x,n) + Qcos(y,n ) + Reos(2,n )]ds 
”外 
其 中 也 为 曲面 8 的 外 法 线 方向 . 
例 1 利用 高 斯 公式 求 积分 


(yx -zdydz + z'dzdx + (+ x2)dxdy 


其 中 S 取 边 长 为 4 的 正 立方 体 的 外 便 ， 
解 ” 如 果 直 接 用 曲面 积分 进行 计算 ， 则 弗 面 8 由 六 个 平 
面 组 成 ， 即 
S:, X=a; Ss: X=0, 
D2: Y= a; Ss: Y= 0.. 
Ss: 2Z=a; De: 2Z=0 
曲面 积分 应 在 六 个 平面 上 分 别 进行 计算 ， 读 者 可 以 自已 完 
成 。 
如 果 应 用 格林 公式 ， 所 求 曲面 积分 等 于 
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呆 [ ae- cy 旋 or 


《VV) 


dxadydz 
= | (y+ XxX)dxdydz 


(FV) 
= | dz | dy | (y+ XAx 
= CQ 
例 2 利用 高 斯 公式 计算 积分 
pe -2Z)dydz + (ZzZ— Xx)dxdz + (x -ydxdy 


其 中 (5) 是 梢 球面 艺 + 殷 :+ 所 = 1 的 外 便 。 


解 9 2， ee R=X-Y 从 而 
9 
2 ox a 0y Ty Se- | 


人 ER SR )dxdydz = 0 


应 用 高 斯 公式 ,， 当 口 为 空间 区 域 〈V) 的 界面 时 ,就 有 
ey- Zz)dydzZ + (2 ~ XxX)dzdx + (x ~ ydxdy= 0。 
例 3 计算 积分 
|| foasaz+ g(axdz +h(z)dxdy 
KY | 
式 中 了 (X)，9(y)，h(2) 为 连续 可 微 函 数 ，S 为 平行 六 面体 


(VY) ，0<xXx<a，0<2z<D，0<z 一 c 的 外 表面 ， 
158 


解 ” 应 用 高 斯 公式 


[各 :加 :各 jar 


( 亚 ] 


= | Paaaz + Qdzdx + Raxdy 
MY 


“。 原 式 化 为 


Nee (X) + 9 (yy) +h’ (2))Adx dydz 


(7 ) 
= | If (X)dxdydz + lg (ydxdydz+ 
‘VF) cy 
+ | (ZzZ)dxdydz 
(y) : 
-人 (xe) dx) dy “dz + jdx| yg (Ay | az+ 
0 0 10 0 0 0 
0 b ¢ 
+| dx | dy | hp’ (2)dz 
0 .0 - 昌 
=cb[rf (a)—- 10)1+acLg(b) 一 9 (0)] + 
+ab [Lh (Cc)—h 0) 


= abc| 1® — fC0) 96) — Gg(0) + he) | 
a b C 


若 光 痪 曲面 S 的 边界 为 光滑 曲线 上 ， 隙 数 P(X, yy,2)， 
Q(X,y,Zz)，R(X,Yy,Z) 在 曲面 S 及 曲线 上 上 具有 对 X,Y,Z 
的 连续 偏 导 数 ， 则 成 立 以 下 公式 : 

oR 0 ~ 
| pdx + Qdy + Rdz = | (2 _ SY)cos(x, + 


S 


]59 


{ 0P 6R\ /08 .9P\ 
td + ox /SY ) + (Se 5y / 


cos(2,1) |ds 


oR _ 0%\ .iroP _oFk\ z 
| OF Bz /Yd \0z ox Jd2dx " 


oO _ oP\ 
+ (Se By /dy 


OX 0 


—> 一 > 一 > 
COS(X,n) COS(N,1) COS(Z,n) 


9 9 0 
-| 57 5 3 
P Q R 
| dydz dzdzx dxdy | 
-ff 这 和 这 
| | Ox 0 9z 
P Q RE | 


曲线 工 的 方向 和 曲面 S 的 侧 符 合 石 手法 则 ， 
例 1 应 用 斯 托 元 斯 公式 ， 计 算 曲 线 积分 


I = Pxyzdz 
其 中 1 为 圆周 X= cost， y= z -Sn 0<t<2r 在 7 
上 t 增 大 时 动 点 的 移动 方向 为 正 向 ， 
解 ” 直 接 计 算 曲 线 积分 ， 得 


“2 
IT = 中 xyzaz = 一 | sin: t cos:tdt = 一- 
2 210 8 2 


应 用 斯 托 克 斯 公式 得 : 
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工 = 中 araz= - |Jyzeos Bds 


其 中 s 为 圆周 所 围 成 的 区 域 ， 根 据 了 的 方向 决定 了 s 的 便 


有 3 br 习 一 二 1 
用 ， ~ {2 " 9 琴 : 0， 一 一 一 9 一 一 9 
为 上 侧 ， 所 以 平面 法 线 的 方向 余 驼 为 7 7 而 


cosP<0， 由 于 1 在 Xoy 平面 上 的 投影 了 为 : xX*+2z =1， 
将 它 所 国 的 区 域 记 作 D， 而 cos6 之 0， 则 


T= — | sz cospds = zdzdx= 直方 2 2 
z S D l 


/一 过? 
| dx = - 
0 8\ 2 


例 2 应 用 斯 托 克 斯 公式 计算 积分 
中 cz +2)dxX+t+ (X- ZIAY+ (一 2%)QZ 
{ 


其 中 1 取 X+Y+Z=1 与 坐标 面 交 线 的 正 向 ， 
解 应 用 斯 托 殉 斯 公式 
中 Cg: Zz)dx t (XxX—- 2)AY+ (WY— Xd 


ie + Ddydz+ (1+1dzdx+ (1- 2)dxdy 


- |2dyaz +2dzdx ~ dxdy = 
$2 曲线 积分 和 路 径 的 无 关 性 


! 为 平面 上 从 点 4 到 点 召 的 曲线 ，c 为 平面 上 的 封 著 曲 
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线 ， 所 围 区 域 为 D， 设 P(X,y)，Q@(x, 2 在 DD 内 有 一 阶 连 
续 偏 导数 ， 关 于 曲线 积分 |P(z;2)dx+ Q(z;30)dg 在 什么 条 


件 下 与 路 径 无 关 ， 而 只 与 曲线 的 端点 有 关 的 问题 有 四 个 等 价 
命题 : 


(1) 对 任 一 全 部 合 在 了 内 的 团 曲 线 ; 
中 Paz+ dy=0 


(2〉 对 任 一 全 部 含 在 D 内 的 曲线 i， 曲线 积分 
|Pax+ Qdy 


与 路 径 无 关 (只 依赖 曲线 的 端点 )， 

(3) 微分 式 Pdx + Qdy 在 D 内 是 某 一 个 函数 U(x, 
的 全 微分 ， 即 dU = Pdx + dy 

(4) 5 = 在 也 内 处 处 成 立 ， 

对 于 上 述 四 个 命题 ， 要 求 读者 能 够 证 明 并 能 灵活 应 用 它 
们 ， 

例 1 试 证 ， 若 c 为 封闭 曲 线 ，1 为 某 个 固定 的 方向 ， 

WN 


Deosdi, n)ds = 0 


式 中 nn 为 曲线 c 的 外 法 线 ， 
证 法 1 
* cos(1, n) = LL 


| ln | 


1,， 分别 是 1n 的 单位 向 量 ， 且 joy 的 坐标 分 别 为 ， 
((coS(X 1，)， cos(y, 1) )， (cos(xy no) ,COS(Y ,10)) 
于 是 


eosdi,n,) ds = Picosx, 1 ycos Cx,n,) 十 


十 cos(y,1,) cos(y.n) lds 
= Peos(ysi) cosys no 一 《一 cos(x,? )cos(x,n) ds 
| (A) 
由 公式 
中 Pax +Qadzy= - PEPeosCy,n) 一 Qeos( x, m)]ds 


上 式 是 因为 dy = cos(x sn)ds, dx = cos(y,n) ds 
化 简 (4) 式 但 z 
eos (1 ,7) ds = — 中 cos (yl) dx + ( ~ cos(x, 1) dy 


上 式 右 端的 被 积 函 数 -cos (y,10) 与 cos(X,1s) 都 是 常数 ， 把 
它们 分 别 当 作 格 林 公 式 中 的 被 积 葡 数 P(X,Y)，Qf (X,Y)， 灾 
成 二 重 积 分 ， 便 得 到 


中 us (7 n) ds 


年 


Qcos (x ,1, ) dcos(y, 7) | 
名 Ox ( 0Y ) dxdy 


二 0。 
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证 法 2 把 1 的 方向 取 为 x 轴 的 方向 ， 于 是 
中 cos (1,n) ds = Deos(x, mds 


¢ € 


因为 cos(x,%)=cos(y,t ) ， 其 中 ff 是 c 在 (X,Y) 点 的 切线 
方向 ， cos(xsn )ds= cos(y,t yds= dy 
. 上 式 = 中 dy， 应 用 格林 公式 


bay=0 


即 中 cos (ds=0 
例 2 4，B，C 是 满足 AC -BD0 的 弟 数 ， 验 证 


_1 Xxdy-ydx 
Pdx+ Qdy= 2 Ax’:+2Bxy+ Cy 


运 合 条 件 
oP _ 2® 
OY 9X 
并 求 出 关于 奇 点 (0,0) 的 循环 常数。 
; -1 2 
验证 P= 2 Ax:+2B Xxy+ Cy: 
OO- .~ 
2 Ax:+2Bxy+Cy 
oP | AXx’: — CI 
Oy 2(Ax’:+2BXxYy+CYy)’ 
0@ _ AXx: ~ Cy 


ox 2(AXx:+2BXYy + CY): 
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定义 ”只 环绕 奇 点 M 一 周 的 闭路 上 的 积分 值 叫做 区 域 
了 的 循环 常数 ， 记 作 也 ， 于 是 ， 对 于 也 内 任 一 财 路 < 


中 Pax + Qdy = nw 


其 中 允 为 沿 闭路 c 按 递 时 针 方 向 绕 奇 点 遇 的 较 数 ， 
中 XU — ydx 
AXx:+ 9Brxy + Cy 
xX:*+y:=1 
设 X=cost, y=sint, 0&te<2n, 


1) (cos’ t+ sin’ Dat 
9 ]o Acos:t+2Bsintcost+ Csin’t 


+) d (tgt) 
2Jo A+2Btgt+Ctgt 


1 = 
2 


lie 
mi” 


my 
pp 


(tg t+ B) 
AC-B’ 1 
例 3 设 有 积分 . 
BB/ 和 Xx 
二 = | 二 dx — 了 rdy) 
试 求 指数 4 使 得 积分 与 路 径 无 关 ， 并 求 积 分 值 工 。 其 中 
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+ arctg 


% 一 了 2 2 
解 因为 二 人 7 = x? UY 7 ) 


oy \Y y 
0 (- XN Xr 27 + AX’) 
Ox、 y 
oP 00Q | 
Oy Bx Hs 
122 A Xr 27? + AX’) 
下 


于 是 和 2 -72= -272 -4xX2，4(0x2+32) = -72， 所 以 1= 一 1。 
_. _. B nD | : . 
L=| dx- ~ dy 


4 Yr yr 
与 积分 路 径 无 关 ， | 
L 二 | Xx «| dy +C 
yjixo 7 20 yr 
= 工 | YdX | _ | dy 
Yo KX +Y yoy "WX +Y 
一 _VX t+ 2 +C 
y . 


和 平面 曲线 积分 一 样 ， 也 有 关于 空间 曲线 积分 与 路 往 无 
关 的 四 个 等 价 命题 : z 

空间 区 域 (V) 是 是 三 维 单 连通 区 域 ， 目 P(x， y, 2) ， 
Q(X,Y,2) ， 机 在 《V) 上 上 有 一 一 阶 连续 偏 导数 ， 则 
有 下 面 四 个 等 价 命 
GD 在 (V) 中 沿 任何 闭路 (c) ， .jparrea 


+ Ra2 = 10， 
(2》 对 伍 一 全 部 含 在 (VYV) 内 的 曲线 (0 .， 曲 线 积分 
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|Pax+ Qgy+ Rdz 与 路 径 无 关 〔 只 依赖 曲线 的 端点 ) 。 


{ 上) 
(3》 微分 } 式 PdX+ Qdy+ Rdz 在 (V) 内 是 某 一 个 函 
数 V(xzyyy2) 的 全 微分 ， 即 dV = Pdx + Qdy+ Rdz. / 
dP 中 3Q aoR of - 

(4) Oy Ox! 2 7 ， 在 (7) 
内 处 外 成立. 和 

我 们 只 证 明 命 题 (1》< 沁 命题 (4) 。 

证 〈 伪 ) 由 斯 托 克 斯 公式 

中 Paz+Qda+ Rdz= za 0@ SY )aydz+ 


J | \ Oy 92z 
+ (35 一 dzdXx + (Se 让 Jaxay 


设 在 一 闭 曲线 (c) 上 由 Pdx+Q@dy+ Rdz=0, 车 在 (V) 
A | 


上 有 一 点 M, (Xo, Yo 20) 


o®@ aP 
3 5 (假定 这 0) - 


则 在 平面 z= 2, 上 有 以 内, 为 心 ，7 为 半径 的 足够 小 的 贺 


(Kk)， 在 Ck) 上 -3 党 - 0(>0), 这 时 = 常数 ，dz=0 


由 斯 托 克 斯 公式 


中 Paz+ Qay +t RAaz= I So -S57 )dxay> 0 
te ( 


(其 中 《〈c' ) 是 圆 (k) 的 边 5 界 ) 
上 式 与 题 设 了 矛盾， 二 是 问题 得 证 ，。 
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9P oo ou oR oR _ oP 
‘dr dz 在 
CV) 内 处 处 成 立 , 则 根据 斯 托 克 斯 公式 得 到 在 (V》 中 沿 任 
何 闭 路 《c) 


Ppax+ Qdy + Rdz =0 


例 4 计算 曲线 积分 
了 = | yzdx+ Xzdy + XYydz 


(1,233 


解 ” 因 为 


oR _ oP 
:th 
oP _ a@ _， 
Oy ox 
3Q oR 
oz 


所 以 曲线 积分 上 与 积分 路 径 
无 关 。 
我 们 选取 (图 5) 所 示 积 分 路 径 ; 


(G1,1} 
| yzdxX + Xzdy + XYydz 


(1s203 


= |yzax + XZdYy + XYydZ+ [yzdx + XZdy + XYydz+ 


CD BC 


+ jyzax + XZdy + XYydz 
jE 


6 1 ] 
工 | l1*1dX+ | 11ag+ | 1.2dz =0 
例 5 证 明 等 式 
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ae 


人 uAV) dx dy dz 
(7】 


式 中 U(X,Yy,Z)，v(X,Yy,Z) 在 三 维 空 间 (V) 上 连续 和 且 有 二 
阶 连 续 偏 导 数 ，(o》 是 (V) 的 边界 曲面 ，Au = 0+.94 


OX: + 
,Ou Ov dw dw 
“32z5， 22 = Ox: 91/ ”322 


9 OX 
Q= vu - uv, = Se “区 
Be 
" 可 -3 合 , 芭 ) 
+ 
= VA ~ UAV 


目 Peos(Xx, n) + Weos(y, n) + Reos(z,n) 


一 v| -Su cos(x,n 7) 十 SY-cos(y, nt ?2 ) + -QU cos(z, n) | - 


OY 
OV OV Ov 人 | 
ui|-S2 cos(x ) 十 Scos(ysn ) 十 2 Oz,n) 
_,, OU 0v 
on on 
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将 以 上 结果 代入 高 斯 公式 


站 (要 : 剖 - 强 aaoaz 


= ||cPeos(x,n n) 十 Qeos (yn) 十 Reos(z, m1do 


便 是 要 求证 的 等 式 。 
: 例 6 “证 明 等 式 ， 


| Audxdydz = | Sudo 


F) (9) 


0 Ou OW 
此 处 At = Ep 2 + oy z + Sz 


证 由 例 5 结果 可 设 v=1， 则 Av=0， 妇 可 得 所 证 等 
式 。 
例 7 若 2(X,y2) 是 互 域 忆 上 的 调和 国 数 ， 则 
Ou 
ja 0,. 


此 处 (0o) 是 一 封闭 曲面 ， 

由 例 6 很 容易 证 明 。 留 给 读者 。 

例 8 若 Ww(X,y,2) 是 以 民 为 半径 ， 以 点 MG 
为 球 心 的 球面 (5 ) 内 的 调和 函数 ， 试 证 等 式 ， 


U(X Yi,2) 二 -二 | do 
证 .考虑 区 域 Q, 它 是 由 两 个 半径 分 别 为 p 和 RCR>p)， 
球 必 为 M(xXi,Yi921) 的 球 (o ) 和 和 ( 中 所 围 ,在 区 域 4 上 应 用 
公式 
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| (DAW — UAv) CC | (2 us )do 


(总 ) 《9) 才 (9) 


其 中 wz, 人 就 是 题 设 的 调和 函数 


1 ] 
2 7 V(X-X) + YJ) + 2- 2)° 


的 公式 得 到 


(4 a 


(9}+(0) 


| 


Tr On 67 on 


在 曲面 (0 ) 和 (了 ) 上 志 分 别 等 于 常数 二 和 训 取 (o ) 和 ( 避 ) 
的 外 侧 ， 由 例 7 我 们 得 到 


cd 


代入 上 式 得 
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所 以 


| wdo — | us dh =0 
或 
划 j|vac - 直 ||udo (1) 
对 上 式 的 左 端 应 用 积分 中 值 定理 ， 
二 ||wac = | do (2) 


(9) 


= srp? = = 4XU (E67,6) 


(6,756) 在 以 及 (X,Y >) 为 心 ， p 为 半径 的 球面 上 ， 仿 p 一 0， 
则 | &(E To) 一 MX YZ) 人 

1||l udo-.> ,2 ) = 

ll UAO ~>U(X, ,Yi 2.) = AX, 

(1) 式 的 右 端 与 op 无 关 ， 当 p>0 时， (1) 式 变 为 


1 || udo = 472 (XL YZ1) 


(og) 


.1 
U(X Yi 1) = nh |Judo. 


$ 3 场 论 初步 


场 本 来 是 物 进 学 的 研究 对 象 ， 如 温度 场 、 电 磁场 、 重 
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力 场 等 。 这 些 场 既 有 不 同 的 物理 性 质 ， 但 表现 在 数量 关系 上 
可 分 为 数量 场 和 向 量 场 。 本 市 只 要 求 掌握 场 论 中 几 个 概念 和 
计算 方法 。 

朱 与 数量 场 的 量 是 一 个 数量 函数 


w= wu(P) 
其 中 卫 是 空间 上 上 的 点 ， 
摘 写 向 晤 场 的 量 是 癌 量 通 数 ， 
a = a (P) 
向 量 a 在 直角 坐标 系 可 表 为 
a (P)= ap) 十 a(P) 了 十 a (PK 


其 中 as(P) ,Qay(P),Qs(P) 是 向 量 Q (P) 分 别 在 XxX 轴 ,Y 轴 和 
2 轴 上 的 分 量 . 

我 们 只 研究 以 下 三 种 特殊 的 场 。 

1*。 数 量 场 4(X,yYy,2) 的 梯度 


ou 9 一 dur 
grad #= 3 re it 


构成 一 个 向 最 场 。 

梯度 的 几何 意义 梯度 是 函数 值 变 化 最 快 的 方 向 "， 沿 
梯度 方向 方向 导数 取 最 大 值 。 

2"。 问 量 场 的 散 度 ， 

在 卫 人 角 华 标 系 中 后 定 了 向 量 函数 & (x， 2 2) = Q(X,Y, 


Z) ? + Qay(w, yy,2) 了 了 + Gz(X, ,ZIK ,nm ,MS + B+ S&: 称 为 向 


量 函 数 Q 《(P) 的 散 度 ， 它 形成 一 个 数量 场 ， 忆 作 
Ga， Oay 0a: 
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。 散 度 的 另 一 定义 ， 设 有 向 量 场 wQ(P)， 在 场 中 作 一 包 图 
M 点 的 闭 曲 面 S， 并 设 S 所 围 的 体积 为 V， 当 V->M 时 , 若 
极限 
1 CS 


存在 ， 便 称 此 极限 为 向 量 场 a 在 M(x,y,2) 点 的 散 度 ， 记 作 
diva M / 

后 一 种 散 度 定 义 与 坐标 轴 的 选取 无 关 ， 

3°。 向 景 场 的 旋 度 


定义 向量 场 & (x,y,z) 的 旋 度 为 向 甘 (52 - S259: 


_O0a: day oa . re os- 、-] 、 
5， -5)， 记 作 rota ， 又 简 记 为 
i; jk 
> |0900 
rola = 3 
QQ Qs 


旋 度 的 另 一 定义 ， 取 含有 M 点 . 选 定 方向 车 为 法 线 的 一 
块 小 平面 区 域 g， 且 设 1 为 o 的 边界 ， 极 限 


= dl 
. lim :3 


条- 十 了 


存在 (G, 表 示 向 量 & 在 曲线 1 的 切线 上 的 投影 )， 称 为 rota 
在 任意 方向 丸 上 的 投影 。 记 作 
i74 


rot, diy 


根据 上 面 定义 ， 可 以 把 高 斯 公式 改写 为 : 
人 人 Qa ds = av VadV 


ei je d= | roado 

关于 梯度 、 散 度 、 旋 度 三 个 概念 如 
果 不 结合 物理 意义 是 很 难 理解 的 ， 为 此 
下 面 举 几 个 例子 帮助 读者 加 深 理解 这 三 
个 概念 ， 

1” 梯度 / 

在 数量 场 中 我 们 引入 等 值 面 的 概念 ， 例 如 给 出 温度 场 中 
的 等 值 面 就 可 以 知道 温度 场 中 温度 的 分 布 情况 。 但 在 实践 中 
还 常常 需要 知道 温度 沿革 个 方向 的 变化 率 ， 这 就 需要 引入 方 
向 导数 的 概念 ， 甚至 我 们 还 要 知道 沿 那个 方向 变化 率 最 大 
这 就 是 引入 梯度 的 根据 。 

区 有 数量 函数 2 = WP) 
不 炉 设 已 是 平面 中 的 点 (x;2) 

设 1 是 由 点 (xX, 奶 出 发 引出 的 一 条 射线 ， 那 么 函数 么 沿 1 
的 方向 导数 ; 

Ou ou Ou 


ol ox Oy 


了 式 中 (cos a， cosp) 是 1 方向 的 单位 向 量 记 作 h 7 ,向 有 (3 3) 


cos 有 


* (COS Gy COS H) 7 
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完全 由 函数 =4(x, 奶 决定 与 1 的 方向 无 关 ， 现在 的 问题 是 
分 析 单 位 向 量 jn 取 什 么 方向 时 S 最 大 ， 令 全 = (13)， 
则 《1) 式 可 等 成 

9U 全 

了 = 


G, 7 


当 cos(G, ) = 1 时 , (2) 式 中 的 -最 大 上 且 = 1GI ,也 


-| G| cos(G ,i) (2) 


就 是 说 ， 函 数 &= w(P) 沿 向 量 G 方 向 的 变化 率 最 大 , 称 向 量 


A ou Ou i 3 5 < 
G = ($4 ,5 ) 为 函数 4= ulP) 的 梯度 .由 上 面 的 分 析 对 于 榜 


度 给 出 的 定义 就 没有 什么 难以 理解 的 了 . 

例 1 给 定数 量 函 数 4=U(Xx,y,2)， 试 证 grad 与 等 
值 面 的 切面 互相 惟 走 ， 梯 度 方向 是 等 值 面 的 法 方向 。 

证 设 1 是 等 值 面 4(x,y,2z) =C 上 的 任意 切 向 量 ， 则 


即 grad w 与 等 值 面 的 切面 相 重 直 ， 也 就 是 梯度 是 等 值 面 的 
法 线 向 量 ， 
例 2 空间 有 一 带电 量 为 9 的 电荷 ， 电 位 
gq _g 
VJ 


其 中 7? 是 空间 某 点 (X,Yy,z) 到 电荷 的 距离 。 求 电位 场 的 梯度 。 


解 90 _ qx _ _gx 
Ox (XK: + + 2 7 
O00 qy _ _9Y 
0y (K++) 六 
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0v_ QZ GZ 


3 
- _QXT _ 91 了 _9g2K 
的 四 grad v= rs 3 ] jo 
= -xi ry 十 
= -- 丰 7 
而 电 和 9 所 六 和 的， 电场 强度 为 
7 


证 = — grad 7 。 
由 此 得 到 电场 强度 的 方向 与 电位 梯度 方向 相反 ， 大 小 相等 ， 


2。 散 度 ， 给 定 空间 流速 场 Q(P) ， 而 速度 为 a 的 流体 ， 

在 单位 时 间 内 通过 封闭 曲面 8 的 流量 为 
a. ds (1) 

假定 封闭 曲面 (3S) 的 法 方向 指向 出面 的 外 侧 ， 这 时 有 三 种 
可 能 情 襄 ， 

1) 积分 值 大 于 零 ， 说 明 流 体 穿 过 (S) 从 内 部 流出 的 量 多 
于 从 外 部 流入 的 量 ， 也 就 是 (S) 内 部 有 “ 源 ”, 它 不 断 流出 流 
体 。 

2) 积分 值 小 于 零 ， 和 上 面 的 情况 恰好 相反 ,说 明 (89) 内 
部 有 “ 洞 ”， 它 不 断 吸 入 流体 ， 

3) 积分 值 等 于 零 ， 说 明 穿 过 (8) 流出 等 于 流入 的 流 体 ， 
也 就 是 (S) 的 内 部 既 没 有 “ 源 ” 也 没有 “ 洞 ”，。 
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一 般 说 来 向 量 场 的 分 布 是 个 均匀 的 ,因此 用 积分 (1) 不 能 
刻 划 向 量 场 中 每 一 点 的 豚 收 或 发 散 情 况 ， 为 此 才 引 入 以 下 散 
度 的 概念 ， 即 考虑 极限 


(pu 。 ON 
Him TT— (2) 
向 量 场 2 (P) 的 每 一 点 都 有 一 个 散 度 ， 散 度 是 数量 ， 所 
以 同 量 场 的 散 度 构成 一 个 数量 场 ， 这 个 场 称 为 散 度 场 ， 
例 3 设 电 荷 q 位 于 坐标 原点 ， 它 在 真空 中 产生 -~ 个 静 
电场 。 设 ($) 是 以 9 为 中 心 2 为 半径 的 球面 ， 场 中 任 一 点 
处 的 电场 强度 为 


Es- 1 Q 7 f 
Te 7’ 


其 中 7 是 点 卫 到 点 电荷 9 的 距离 ， 设 k= 1 起 一 是 比例 系数 ， 


求 场 中 P 点 处 电场 强度 万 的 散 度 。 
解 设 忆 总 坐标 为 (X, 2 2) ， 则 


yp 一 > 一 > 


一 
7 =Xi+2i+ZK 


PF : z 
?= | Ys 


五 - KK 。 了 
3 2 一 3X2 
Ox =k 9 
到 = 
okE, ’ ， _ 
这 


H& 


含 “”0OF， .oF, y .9F, 


377 3X + + 2 
div E = 一 一 LT 一 3 + +2) 


dx Ey OZ 六 

由 此 可 见 ， 除 原点 以 外 的 这 个 静电 场 是 无 源 的 。 
现在 看 原点 的 情形 . (3) 式 在 原点 无 意义 ,以 原点 为 中 心 ， 

到 任意 半径 r 作 球面 3; 了 的 法 线 与 五 的 方向 一 致 ,从 而 了 ,= 

E， 于 是 


中 BE.dS = 人 2 as - -人 dS-=_9 4rrz= drd 
之 5 ’ ' 2 7 
对 于 包 图 着 原点 任意 作曲 面 S ， 不 难 证 明 : 

$ EdS = 由 了 上 Go = 47G9 


左 端的 则 面积 分 表示 静电 场 对 于 8 的 电 通 量 ， 这 电 通 量 与 8 
的 形状 无 关 ,(S) 收 缩 为 原点 一 点 时 还 是 一 样 。 说 明 这 个 静电 
场 里 只 有 原点 一 点 是 源 。 

”3” 旋 度 

旋 度 是 描写 向 量 场 的 一 个 重要 概念 ， 教 科 书 中 有 关 族 度 
的 两 种 定义 ， 如 果 不 给 它 以 实际 车 9 票 是 很 不 好 理解 的 ， 为 了 
帮助 读者 理解 这 个 概念 ， 我 们 考虑 一 个 不 可 压缩 流体 的 流速 
场 V(P)， 1 是 场 内 一 封闭 曲线 ， 则 称 积分 


L- 中 y (P)dS 


= (3) 


为 流速 场 立 (P) 沿 曲线 1 的 环流 。( 其 中 V, 表示 向 量 妆 在 曲 
线 了 的 切线 上 的 投影 ) 。 

到场 内 任意 一 -点 PP， 通 过 卫 任 意 作 一 向 量 训 , 以 卫 为 要 
足 做 平面 元 垂直 于 n， 在 平面 + 上 围绕 了 做 封闭 曲线 履 设 7 
在 x 上 所 围 的 区 域 为 9， 于 是 ，0 就 是 这 样 一 块 曲面 ， 它 以 1 
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为 边缘 ， 而 以 ?为 法 线 。 
取 V(P) 沿 1 的 环流 ， 
L= Vds 


当 区 域 c 无 限 缩小 而 趋 于 一 时 ， 求 比值 二 的 极限 


lim = im 工 中 ydS 
Gp up OO i 


U 
我 们 称 这 极限 为 平面 x 上 P 忆 点 的 环流 密度 .根据 斯 托 区 斯 公 
式 及 积分 中 值 定理 ， 


1 中 vas - 工 | cotVP))vds- (roiV (P’))s 


好 


其 中 P' Eo， 因 此 取 极 限 后 
(rot V (P)) n= lim := 

这 就 是 说 在 卫 点 了 (P) 的 旋 度 是 这 样 一 个 向 量 ， 它 在 任 
何方 向 上 的 投影 等 于 在 通过 P 点 而 与 7 重 直 的 平面 + 上 P 
点 的 环流 密度 ， 

上 面 只 说 了 旋 度 定义 中 所 考虑 的 那个 极限 的 意义 ， 想 要 
明白 旋 度 与 刚体 运动 的 旋转 有 
什么 关系 ， 要 先 讲 角 速度 向 量 
的 概念 ， 

假定 也 点 围绕 一 辑 以 角 述 
度 @ 旋转 ， 设 它 的 旋转 中 心 
证 O’ 4 在 轴 填 任 选 一 点 GO， 

> 
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立 ， 则 立 的 方向 三 直 于 平面 0,PO' ， 它 的 长 
| = | 了 | Sin 1 
其 中 6 是 7 与 旋 轴 的 夹 角 。 
我 们 很 自然 引入 角速度 向 量 @， 规 定 吕 的 方向 与 旋转 轴 
OiO' 平 行 , 且 使 ，7 ，V 三 者 形成 右手 系统 ， 并 规定 
@| =a 


在 这 样 的 规定 下 ， 便 有 一 个 简 
单 的 关系 式 


W = wx 7 (A) 
现在 考虑 一 个 刚体 有 移动 又 有 
转动 的 运动 (图 8 ) ,在 刚体 内 
选 定 一 点 0,， 考 虑 刚体 内 任 一 
点 卫 在 任 一 瞬时 t+ 的 运动 情 图 8 
况 ， 设 在 瞬时 t，0O, 点 的 速度 为 六 ,， 于 是 PP 点 的 速度 

A (P) =V,+V(P) 
其 中 矿 (P) 是 相关 于 O, 的 速度 ，P 相关 于 0, 的 运动 可 以 看 
成 围绕 过 0 的 某 一 旋转 轴 的 转动 ， 如 设 OP -7(P) 且 了 点 


相关 于 旋转 轴 的 角速度 为 w(P), 由 (4) 式 立 (P) = 四 (P)x 


7(P)， 其 中 7(P) = 0 由 ， 因而 在 时 刻 t， 上 的 全 亚 度 


A (Pp) -V 十 ww (P) xy(P) 
于 是 


| rot A(P) = rot (V, + (PpP) xr(P)) 
由 于 Vo 与 P 点 无 关 ， 所 以 rot Vo=0， 所 以 


181 


rot A(P) = rot( ®(P) x7CP)) 


由 于 i j k 
Ww(P)xr’P)=! oa 〇 ， a 


| XX Y-Y 2- 


。。 rot A(P) = = 20, 2 + 20 + 20, rd = ‘22(P) 

由 此 可 见 有 移动 又 有 和 转动 的 刚体 运动 的 全 速度 的 旋转 等 
于 只 有 转动 性 质 的 角速度 的 两 倍 ， 这 就 是 “ 旋 度 ”一 词 的 来 
兰 。 

以 下 几 个 例题 可 以 由 学 生 目 己 完成 . 

例 4 算 子 V 在 场 论 中 起 着重 要 的 作用 ， 定义 为 : VK= 


z Ou ou ou 
grad u= Si tray] T 37 k., 根据 定义 很 容易 证 明 ， 


1” 如 采 cl 和 cs 是 和 常数， 则 
V (ct + CU,) = CTU, tC,Vus 
2° SUD) =2DNVU+TUYD 一 
3” Vf = 站 (DYVL 
例 5 证 明 ， 如 果 妈 是 线性 函数 ， 
u=axtby+cz+d 

则 gradw 是 常 向 量 ， 反 之 ， 如 果 gradw 是 常 向 量 ， 则 4 是 
线性 函数 。 1 

例 6 计算 场 4= (ax+ by+c)? 的 梯度 ， 其 中 
r=VX +ty +2. 

例 7 给 定 场 4 = (P), 它 的 散 度 可 以 写成 也 与 4(P) 
的 数量 积 。 | | 
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OX OY GZ 
。 (asi +ayj + ask ) - Fari + 
+ oj qsk + 了 i 1 
十 ji + 了 总 0 天 + 训 避 a i 
RO + hoak=I + + 


如 果 cl 和 cs 是 常数 ， 则 
Sa (Ci Ql CQ 2) = Ci (Vea)+c, (Vv * 0Q,) 


如 果 Qa=u(P)c ， 其 中 必 el +cyj +Cskk 是 常 向 量 ,而 
wu(P) 是 数量 场 ， 则 


如 果 = Cc (P) 是 变 向 量 ， 则 
Vv。 MCC vutu vy. Cc) 
例 8 给 定向 量 场 4(P) 用 9 与 QCP) 的 向 量 积 来 表示 rot 
a (P); _ 
rot a (P)=Yxa 


一 一 二 天 5) (ot 1 as 
/OQ 90ay> , Oa: Od: 一 00 了 
tr 


99: ( 90s 0a ,09a 
tk +k G2 i + gz i +a k) 
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-人 
例 9 给 定数 量 场 4=2(CP)， 因 为 YU= gradu 是 向 量 
场 , 算 子 V 按 两 种 乘法 的 形式 作用 于 Vw, 造成 两 种 微分 运算 
一 种 是 
V *。 Vu= div gradu 
男 一 种 是 z 
V Xx Vu = rot gradwu 
”如 果 给 定向 量 场 4= a (P), 这 时 VY。a= diva 是 数量 场 ， 
算 子 V 只 有 一 种 方法 作用 于 它 ， 即 构成 


VvV(V al) = grad div a 
因为 Vxa=rot a 是 向 量 场 ， 故 


一 > 一 少 
V。*(Vx a)=div rota 
和 —> 
Vx(Yxa)=rotrota, 
容易 证 明 
rot gradu=0 
div rot a =0 
div gradw = Sa + + 5 
简单 地 把 它 记 作 AK。 
div grad wu = A 
算 子 A 叫 做 拉 普 拉 斯 算 子 ， 因 为 
Au=V*。 VuUu= (VY *。 Vu 
故 A 是 算 子 V 与 自己 的 数量 积 ， 
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2 0 0 
Oxi "67 1 3 
根据 上 面 的 定义 可 以 证 明 公 式 : 


3 
Vx (wxQ&)=V(V。 -Cg)a 


A=(VY。V) = -一 了 


或 rot rot a = grad diva _AC 
以 下 是 关于 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 应 用 和 计算 的 例题 。 主 要 是 
由 学 生 完 成 ， 

例 10 求证 =X+ 信 + 沿 已 知 点 了 M(1,1,1) 的 向 径 


了 的 方向 导数 等 于 它 在 点 M 梯度 的 大 小 、 
证 grad au ly =2Cx ryj 二 之 Ek) =202 + j+k) 
| grad wu ju -2 3 ， 
由 于 7 了 =X +YyI 了 +Z 
所 以 


Ou|: ou Gu Ou 
57 | = SCOS CX + jos B+ sacos? |, 


QZ | 
2X oN + 
Tr 7 Tr MM 


其 中 cos a，cos 6，cos ?是 向 径 了 的 方向 余弦 。 
例 11 求 场 &=2U(XY 1 2) 在 场 2=2(X 1 2) 的 梯度 方 
向 的 导数 ， 在 什么 条 件 下 导数 寺 于 零 ? 


Ov™Y 07 人 Ov7 
解 grad v= Si + 3 j+ssK 


= lgrad | (cos a + cos 6 了 + COS7 kK) 
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其 中 cos a，cos 6，cos? 是 grad 2 的 方向 余弦 。 


如 果 用 了 表示 方向 {cos C，cos pb， Cosy} ,. 则 


9U_ ou Ou Ow 
357 ~ 3xCOs 2+ By OS B+ ZOSY 


1 (9u ov 19& O09 Ou 2) 
~ Brad \37 了 下/ 
_ grad 1 » grad v 0 


Igrad vi 
当 grad ulLgrad v 时 ， grad 2 包 grad DD 二 0 ， 此 时 
Ou 0 
4 ol 
例 12 证 明 向 量 场 《CP) 的 散 度 在 正 交 坐 标 系 中 与 坐标 


办 的 平移 无 关 。 
证 设 点 M 在 新 旧 坐 标 系 的 坐标 分 别 为 〈 冬 ,Y,Q) 及 
(X,YsZ) 双 设计， 并，k’ 及， 上 了， 分 别 表示 新 旧 华 标 系 
中 的 基本 单位 向 量 ， 则 : / 
QM) =ax (KY ZI tay (XY,Z) 7 + az (X,Y, ZK 
及 
QM) = Q(X YZ2) ib + Ay(x, yy2) F + aX YZ)K 
显然 有 
Q(X,Y,2) = Ax(X,Y,Z) 
ay(X,Y,2) = CY (X,Y,Z) 
Q(X,Y 2) = GzA,Y, 0) 


9 9 
21y 之 ) 十 ETA 十 DZ Gs (X,Y, 2) 


2 WE 
= AX 人， Y ， 2) 5 2Y( 从 ， Y ， Z) + az(X, Y,， 2) 


印 Q(P) 的 散 度 与 坐标 轴 的 平移 无 关 . 
例 13 求 V。 机 其 中 7= 3X2 二 了 天 十 22s 在 舍 
么 情况 下 Vy 。(Vf(7)) = 


解 。 vf(7)= 1 ,diy + + Slztk 


“= 有 Cry[x ry + Zk1l 
2 vy: Vf(7) = vV。f’ (7) [xi + j +Z2kK] 


一 9 fF/ + 让 GD | 
| f 7) | 3 f” 7) | 二 


:| 全 六 | 
0 (7 + f7 (7) + | 


Es 
rp[-z -区 - 2 


了 了 


_ 2 r+ f(r) 


当 2 pr) -0 时 ,，V 。(Vf(7)) = 0。 


念 了 (7) = 则 守 + Gu =0 即 


积分 得 z 
nl=n 
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f’ (7) = 汪 


tr 
f(r) = + 
其 中 cj，c， 为 任意 常数 ， 
故 当 fr) = ~ 生 +Cs 时 ，V， (VJ(7))=0， 


例 14 求 Yx [fr 7]， 其 中 ?=x 人 +yj +2k 
解 ” 由 于 f(7) 了 = f(x 1 i + fr)2 了 了 + fzk 


i 了 Pa 
3 3 2 ] 
OX oa 9Z 


Vx[f(r)7]: 
frx fr)y 了 (7)z 


9 > 0 了 > 9 > 
0 Dr fr yk + 3z1 (xj 
0 这 0 EE 了 


= (f(r YZ- (rz i 十 《站 (ryzxj 
一 站 (7)2X2z) 了 + 7) xy -ff (7) x k 
= 人 0 
例 15 求 向 量 Q = 坟 1 +Xz 1 +XyK 的 流量 . 
a) 穿 过 圆柱 xX:+ 洲 = Qa (0 志 Zz 声 有) 的 侧 表 面 。 
b) 穿 过 此 圆柱 的 全 表面 
解 4a》 设 赔 柱 条 侧 表 夯 的 外 侧 为 正 侧 ， 则 流量 
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Q- | yzdydz + xzdxdz + xydxdy 
5 


将 SS 分 为 两 个 曲面 S, 和 SS,， 其 中 
5 :2X=wazs-z， 法 线 与 0x 轴 正 向 交 成 锐角 
523X= 一 4 人 法 线 与 0X 轴 正 向 交 成 钝 角 


显然 1 


XxXydxdy=0 
S 


信 由 对 称 狂 可 知 
1: yzdydz + Xzdxdz= 2 | yzdydz 


= ?| yzdydz + 2 | yzdydz 
| 5 


= 2|| yzdydz — 2 | yzdydz=0 
"j 


其 中 Dy;: 是 曲面 S, 和 S, 在 yoz 平面 上 的 投影 域 ， 由 上 得 到 

Q=0. 加 
b) 设 圆柱 的 全 表面 三 ， 并 取 外 侧 ， 则 由 高 斯 公式 得 
Q = yzdydz + zxdzdx + xydxdy 


fa, O (ZX) + |axadydz = 0 


Ox Oy 
例 16 给 定 平面 的 稳 流 速度 向 量 ， 


1 = (XH) 2 + V(X,Y) 7 z 
求 1) 过 包围 域 S 的 封闭 曲线 c 所 流出 的 液体 的 量 ， 
2) 速度 向 量 刀 沿 着 围 线 c 的 环流 了。 
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解 1) 设 流 体 的 密度 为 p(X,y)， 则 流出 液体 的 量 为 : 
Q= 0 pw .mas 


其 中 必 为 轩 曲 线 c 上 的 点 的 外 法 线 方向 的 单位 向 量 。 
设 t 为 曲线 c 上 的 点 切线 方向 的 单位 向 量 ， 且 设 


一 3 


一 > 一 人 本 中 
t =cosai +SiNnaj 


则 因 
(二 和) = C = + (nsx) 
/ x+ (Nn,x) 
Ct ,yy) = ( Nn,x) = a- 地 
故 得 


n=cos(xs ni + COs(Y, n) 3 
一 和 一 > 
=Simnawi 一 Cosac 了? 
由 此 得 流量 
人 - 中 ou 了 +D) 。 (Sin ci ~ cos cx 了 )dS 


- 中 D(USin & 一 2 COS 人 


攻 


= 中 - pvdx + pudy 
用 格林 公式 得 
©Q = 站 半 -(ow 十 总 (ou) |dxzdg 


3 
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2 ) T-= 中 pwds- 中 pludx + vdy) 


用 格林 公式 繁 
T= 


(ff 9 3 
| | 二 om 一 09 ‘pw |dxdy. 


191 


第 十 七 章 “” 含 参 变 量 的 积分 


在 数学 理论 的 发 展 与 实际 应 用 中 ， 由 于 需要 而 未 渐 产 生 
了 一 些 用 来 表示 名 数 的 新 的 形式 。 其 中 常见 的 有 无 穷 级 数 、 
也 函数 、 售 参 变 量 的 《〈 利 义 或 广义 ) 积分 、 做 分 万 程 等 寺 ，。 
当然 ， 把 一 个 函数 用 某 种 方式 表达 出 来 还 不 够 ， 还 要 进一步 
研究 它 的 各 种 性 质 。 

在 分 析 课 上 ， 讨 论 了 合 参 变量 积分 的 各 种 分 析 性 奈 及 其 
应 用 。 这 里 涉及 的 概念 和 定理 不 难 接受 ， 但 在 开始 也 段 ， 学 
生 党 第 觉得 积分 表 尔 的 国 数 不 够 其 实 ， 总 和 希 理 把 它 “ 积 出 
来 ”， 再 去 讨论 它 的 性 质 。 其 实 ， 含 参 变 量 积分 多 半 人 很 难 直 
接 “ 积 出 来 ”， 甚 至 不 可 能 “ 积 出 来 ”《【〔 如 果 这 样 它 就 表示 
一 个 非 初 等 函数 ) 。 因 此 应 当 学 会 如 何 讨 论 积分 式 所 表达 的 
函数 。 有 些 含 参量 积分 ， 不 容易 直接 积分 出 来 ， 但 可 以 用 其 
他 方法 计算 出 来 ， 这 里 用 到 的 方法 和 技巧 ， 学 生 也 感到 难以 
掌握 。 针 对 这 些 问题 习作 课 可 以 安排 一 些 例题 及 练习 ， 


$1 含 参 变量 常 义 积分 的 极限 和 连续 


"1 
例 1 讨论 函数 FO)= | x x-Yyldx 的 连续 性 并 画 出 


其 图 象 。 
解 『(y)》 可 以 分 段 表 示 出 来 ， 
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当 30， 了 (717) = | zx- yAdX = 二 -地 
0 


当 0<y 之 1， FO) = | x(y-x)dx+ | x(x- dx 


Yl 
3 2 3 


、 jy 1 
J0 2 3 


| ,,3 

FON)=4:8 yl 、 

(21) 本 当 0<y<1i 
【二 -二 当 1 产 1! 


由 卫 ( 芒 的 表达 式 可 知 下 ( 仿 
在 整个 数 轴 上 连续 ， 其 图 人 象 见 
图 1， 

如 果 只 讨论 于 的 连续 性 ， 
那 就 不 必 积 分 出 来 。 由 于 被 
积 函 数 f(x,y) = X|X-y|; 在 


x 


整个 平面 上 连续 ， 根 据 含 参数 图 1 
常 义 积 分 的 连续 性 定理 知 F(y) = | > -yldx 在 整个 数 轴 
上 连续 。 


例 2 设 fx) 是 [0,1] 上 正 的 连续 函数 ， 试 讨论 函 
数 FO) = | dx 的 连续 性 ， 
讨论 问题 需要 确定 f(y) 的 定义 域 并 区 分 出 F(Y) 
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的 连续 点 及 不 连续 点 。 由 于 f(x) 未 具体 给 出 ， 不 能 作 积分 
运算 。 


gf(X) (x, (0,0) OSXSI 
设 g(xX,Y)=4 “1Y 
\0 , 当 (X,y) = (0,0) OSXEI 


于 是 F (2) = | p(x, dx 


(1) ” 当 Yy 六 0，9(X,Yy) 作为 这 的 函数 在 [0,1] 连 
续 ， 履 可 积 。 
当 y=0, p(X,Yy) 0 “ FO0)=0 
因此 下 的 定义 域 是 (~ ce，+co) 
(2) p(X,Yy) 在 0 和 XX 和 1， 一 coy 之 +oo (但 


yf (x) | | y+f(0) 
(xs 妨 二 (0,0)) 连续 .在 3 办 上 ，| 好 cs |=| 并 拓 > | 
_ 1(0) 


= 1 一 +oo ( 当 YY0) 因此 ，9(2,2) 在 《0,0》 间 断 。 


假设 [c,d」 是 任何 一 个 不 含有 y=0 的 区 间 即 [cd] 
C(0+co) 或 [c,dlc(-o0,0]， g(x,y) 在 [90， 11x tc,d] 
连续 ， 根 据 连续 性 定理 知 (y) 在 [c,d] 连续 ， 因此 Fy) 
在 30 连续 ， 


F(0) = 0, 而 当 y>0， Fp -站 人 J gx i 二 


= my。 Darctg 问 = = marctg lm 二 《2 一 0+) 


其 中 m= min{f (x)}>0. “。 i Py) = FO) 不 成 立 。 
《这 样 写 并 不 多 示 lim F(y) 存在 )》 


“FF(Yy) 在 3= 0 右 负 不 过 : 绪 ， 因 此 EF(y) 在 y=0 间断 ， 
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想 一 想 ， 证 明 由 是否 用 到 条 件 “f(xX) 是 正 的 连 
数 9 


例 3 计算 lim fF Tridx. 
解 ”由 于 被 积 函 数 f(x,y) =w2X:+ 信 在 全 平面 连 续 ， 
因而 了 (y) = | \/ 殉 二 节 gx 在 整个 数 轴 连 续 ， 因 此 有 : 


lim| ww X2+?z2QX= F(O0) -| [和 |1QX= 2| xdx=1 
一 下 | 


y= 


例 4 计算 im | -dX __. (n 是 自然 数 ) 
由 1+ (1+ 芝 和 
所 
解 
含 参数 积分 了 (n) = | 一 dX* 表示 一 个 数 询 ， 为 


1+ (1+ 全 ) 
n 


求 lim F(n)》 ， 只 要 求 出 lim| 4* 一 即 可 . 
he -本 -0【《 工 + XY 


(Te 当 0 志 X<1, 0<Yy<1 
令 f(x,Y) = 1 XY 


‘ 
1 
【Tie ， 当 0 委 X 委 1， y=0 
显 见 ，f(X,y) 在 0<xX<1, 0<y<1 连续 ， 因 而 F(y) = 
1 
= | f(x,Ddx 在 [0,1j 连续 ， 


lm FCy) = F(0) 


Y- 学 


R iim| dx  - -| _ dx = ln_<e_ 
We -二 1+(+XD)E 0 了 工 十 e- 1 二 e 
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练习 1 函数 f(xz,g) =sgn(X-20 在 直线 Y=% 上 每 
个 点 都 不 连续 ， 试 讨论 函数 了 (J) = | sgn(x- 20dX 的 连续 


性 。 并 男 出 函数 和 =F(y) 的 图 象 。 

下 面 是 几 个 合 参 数 积 分 形式 的 数列 极限 练 习 题 。 其 中 
有 的 解法 较 灵活 ， 例 4 的 解法 不 一 定 适 用 。 这 类 题目 常常 可 
以 利用 积分 性 质 《〈 如 中 值 定 理 ， 分 部 积分 公式 ， 变 量 替 换 公 
式 ) ,通过 对 积分 估 值 来 计算 。 还 有 一 些 特 殊 的 方法 ， 如 付 立 
叶 级 数 一 章 要 讲 到 的 歼 曼 引 理 其 证 明 方 法 也 值得 注意 。 

练习 2 证 时 lim| 让 

示 : 可 以 先 积 分 出 来 再 计算 ， 也 可 以 直接 对 积分 进行 

佑 值 。 后 一 种 方法 较 简单 。 


dx= 0, 


练习 3 求 lim| sinxdx. 
先 指出 以 下 证 明 的 错误 之 处 ， 再 给 出 正确 的 证 明 ， 
证 根据 积分 中 值 定 理 ， 有 


X22 
| sinxdx = Tsing (0<E<n/2) 
4 
而 0<sinE<1，. jim| simxdx=limTsin'é=0 
练习 4 证 明 若 f(x) 在 [0,1] 连续 ， 则 
lim| nx"f (x)dx= f(1) 
本 ov 0 
提示 : 由 积分 第 一 中 值 定 理 可 得 ， 
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| 1 
章 一 a 肛 1 
| fCX) dX = f (En) | ma dX = mls") 
(其 中 0 所 6, 志 1) 
但 不 能 由 此 求 出 当 n->+ co 时 的 极限 。 


考虑 到 Jf nrdx = 10D Ef(1) 


( 当 71 一 二 00) 


因此 只 要 证 明 
lim| nas- f(x) -1(1)JdxX=0 即 可 
同学 们 月 己 完 成 它 的 证 明 


$2 含 参 变量 贡 义 积分 的 计算 


对 于 含 参 变量 常 义 积分 了 (y) = | .f(x,gdx， 常 党 不 容 
易 直 接 积分 出 来 《有 时 不 可 能 积 出 来 ) 。 如 果 F' (y) 
= .上 全 ,加 dx 能 够 积分 出 来 ， 并 且 可 以 求 出 B/ (g) 的 一 
个 原画 数 D(Y) ， 则 有 下 (y) = D(y) + C。 如 果 还 能 通过 适 
当 方法 确定 常数 C， 便 可 求 出 了 (y)， 这 是 计算 含 参数 积 分 
的 一 种 重要 方法 ， 应 当 要 求学 生 很 好 掌握 。 在 课本 上 用 这 种 
方法 计算 出 


nf2 
| In(1 +0cosx)dx= 7 1n 


V1- (1 0 |<1) 


下 面 再 安排 几 个 类 似 的 例题 及 练习 。 
例 1 计算 F(y) = | nd -2y cosx+y)adax (| 2 二 1) 
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i Fr = 上 2 (2 — COS %) , 
角 ‘) ol1~—2yCOSX+I Ox 
和 | dx 


J 
y Y 人 
了 了- 


2 站 
arctg( i- CT 全 tg*) | =0 


六 F(y)=C， 再 由 F(0)=0, 知 F(y)=0 (yj<1) 

这 解法 是 按 本 节 开 始 所 说 的 程序 进行 的 。 不 过 它 没 有 说 
明 运 算 的 合理 性 。 在 计算 之 前 ， 必 须 说 明 f(y) 是 含 参数 的 
常 义 积 分 ,并 满足 积分 号 下 求 导 所 要 求 的 条 件 。 不 然 , 若 了 (2) 
有 孜 点 ， 则 需要 验证 的 条 件 更 为 复杂 。 因 此 ， 在 计算 之 前 应 
当 说 明 ; 

当 0 委 X% 委 mr ~ 1< <1 时 ，1- 2020S% + 化 PT- 中 人 | 
+ 吧 =( 人 12 六 20 和 对 任何 ytE(--1,1)，、F(Yy) 是 连 
续 跑 数 的 积分 

又 ln(1 一 2ycosXxX+Yy) 及 


9 ln(1— 2y eos wx+ of) 
0y 
_ 2(Yy~-cosx) .,. _ ,在 2 . 
yo05 wf 在 0<X<x，-1<Yy<1 上 和 连续， 因而 对 
让 (y) 可 在 积分 号 下 求 导 ， 
例 2 计算 ID = | In( 妨 -sinxz)dx (y>1) 


解 … 2>1，.。 jn-Sinz) 及 


Ohin( 佐 一 SinX) 21! 
在 0<X<n/2，Yy>1 时 连续 


因此 对 1(y》 可 在 积分 号 下 求 导 ， 


Tt 9 nf? 2 
2y Sec: 和 
oY -Sinx dX = 2Y oY’Sec’X - tex dx 
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dd 
V+ -Du -1 |， (= y ) + 
vy? 一 工 
-2 -1 VY-1 > T 
yl 2 YY 
要 确定 常数 C 稍 困 难 一 些 ， 可 这 样 做 ， 


nf? 
c=| in ~ sinx)dx -zn( y+v -1) 


~.arc < 


op 
-| ny + in(1- az- rln(y+ v1) 
o | J 
#2 1T 2 2 ~- 
=| In(1- SBE dv- rln de lL 
y 
令 YY1*， 仍 不 能 确定 C 
改 令 yj-> + ce、 rindivVi tl ~xin? 
L111 SINX - 
又 0<1 ml 一 < 
:fl- Lh)<In(1- sine )< 
矿 J 


。 I _ Sin2x | ne ) | 
~ In(1 一 ) da <| AN 一 dx 


In(1 一 下 = 了 如 In(1- -去 ) 


7 
.， 了 InN(y* ~ SINX)AdxX = 7 1n 4 -人 


练习 1 计算 TI(z) = |), Ek 
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答 : 1(y) = 2 nn +1y)) (~ wo<Yy<+o0) 


sp 1+YyCosX dx 
等 习 2 计 四 I)= | ne cosx (YI<1) 


管 : 1(y) = x arc siny (| y |<1) 
上 上面 讨论 的 含 参 量 常 义 积 分 ， 其 积分 限 不 依赖 于 参量 ， 
课本 上 还 证 明了 积分 ) 限 也 依赖 于 参量 的 党 义 积 分 FF(89) 


= | ”fx,g)dz 的 可 微 性 定理 ， 在 一 定 条 件 下 ( 想 想 是 件 
么 条 件 ) ，F(y) 可 微 ， 且 

F’ CD =| 和 + fb ,Db (Y) — 

-f(a(y) ,Ya’ (Y) 米 
其 实 ， 只 可 把 F(y) 看 作 复 合 函 数 ， 
F(Yy) = Dy, WV) = | f(x, dx 
其 中 w=Q(Yy)、，v= 0(y) 

就 可 以 根据 复合 函数 的 连续 性 与 可 微 性 定理 讨论 下 (1 ) 的 连 


续 性 与 可 微 性 ， 并 导出 公式 ( 米 )。 为 了 熟悉 公式 ( 米 )， 
再 举 几 个 例 及 练习 ， 


例 3 设 F(W)= | fx) y-xldarx (a<b) 
其 中 了 是 可 征 函 数 。 求 FY(X) 

解 ” 如 能 去 挥 积分 号 内 的 绝对 值 符号 ， 就 可 利用 可 微 性 
定理 ， 

当 y<a, FOYy= | f(x) (XWdx 
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F/ (y)= ~- | fx)dx “» FEF/(Y)=0 
当 y>b, FO = | f(y -x)dx 
Fry=|fodxr i Fr(y)=0 
当 a<YyEb F(Y) = | foo (1 -2%)Q2X + | fx) (xX -Ydx 


F' (9) = FD I-D+ fdr+ FD YD 
+ | ~ f(X)Jdx 
Fr (0) = f(y) + f(y) = 2f (9) 
人 当 2Er[a;D] 
， 当 YF[La,b) 

注意 这 里 求 出 的 BR7(a) = 2f(a)，F*(5)=2f(b) 分 别 
为 右 导 数 及 左 导 数 。 

练习 3 设 了 在 [Lo,pj 连续 ， 试 证 

Yy(X) = | fsin k(x t)dt 满足 方程 


, nd (yy) 一 


y” + KYy= f(X) 
练习 4 设 U(X) = | kx, DVD AY 
_ [xX(1-) ( 当 XY) 
其 中 K(X, 9) = ba ~ X) ( 当 xX>Y) 
均 为 连续 函数 ， 求 证 公 满足 方程 


UX) = ~ VX) (0 三 X 志 1)， 


及 100) 
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$ 3” 含 参 变量 广义 积分 一 致 收敛 的 判定 


对 含 参量 广义 积分 进行 分 析 运 算 〈 在 积分 号 下 取 极 上限、 
求 导 ,交换 积分 上 顺序) 时、 常常 需要 一 致 收敛 作 为 条 件 。 因 此 
在 习作 课 上 要 通过 例题 、 练 习 便 学 生 掌 握 一 致 收敛 的 判别 方 
法 。 这 里 所 举 的 例题 多 属于 无 穷 限 的 广义 积分 。 

首先 复习 一 个 含 参量 广义 积分 | f(x,9y)dx 在 Y 上 一 
致 收敛 的 定义 ， 并 推导 一 个 简单 命题 。 

设 YY 是 一 实数 集合 (常常 是 荣 一 区 间 ) 。 如 果 积 分 
I(Yy) = | 了 f(x,Ddx 在 每 点 YE ZY 收 合 ,并 且 YV >0, 3 4。 
= A,(E) >a, 使 不 等 式 . 

本 加 十 证 | 
] | fx, dx =| |. f (X,Y) dx -| f(r,Wdx < 
《 米 ) 
当 有 A 二 A 时 ， 对 一 切 yE YY 都 成 立 ， 则 称 I(y) 在 多 上 一 
致 收敛 ， 
因为 〈《 烤 ) 式 对 一 切 JE 多 都 成 立 ， 所 以 当 A 二 A 时 


sup| | ， f Crs dx EE 
因此 sup fdr ls Ce) 
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反之 ， 若 〈 米 米 ) 成 立 ， 容 易 推出 1(y) 在 多 上 一 致 收 
仇 。 这 样 我 们 就 证 明了 以 下 命题 ; 
1(y) 在 多 一 致 收 仇 所 全 Lim sup | fwdx = 0 
要 判定 积分 IC) = | f(z,g)dx 企 多 上 一 致 收 全 〈 其 
中 积分 1(y) 无 息 点 ) ， 除 了 根据 定义 和 以 上 简单 命题 外 ， 
还 有 以 下 几 种 方法 ;: 
1。 根 据 一 致 收 化 的 Caucly 准则 ， 
2。 根 据 某 些 具 体 的 判别 法 ， 常 用 的 有 ; 
《1) 维 猎 判别 法 〈 优 函数 法 ) 
设 了 (X,Yy) 关于 % 在 任何 有 限 区 间 [a,4j 可 积 ， 且 有 
图 数 上 (W) 满足 ， 
[f(x | 委 了 (YX) (XX>a, YEY) 


+ 


如 果 [F(x)dx 收 化 ， 那 么 积分 IUD = |， f(x, 妨 dx 在 


上 一 致 收 伐 。《〈 其 中 上 (ZX) 叫 优 函数 ) 
(2) 阿 贝 尔 判 别 法 
”如 来 
(i) | f(x,Ddx 在 多 上 一 致 收 妆 
(ii) g(xX,y) 对 单调 ， 且 关于 JE YY 一致 有 界 ， 即 
行 在 正 数 工 , 使 ” 
|g(X,D) lL 当 Xa, YEY 


那么 积分 | fe, g(X%dX 在 多 一 致 收敛 。 


《3) 狄 里 克 菜 判别 法 ， 
各 果 
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| 
GD 积分 JCA, 轨 = | J(x,Ddx 在 A>a，YEZY 上 有 
界 ， 即 存在 正 数 8 有， 使 
| | fe, dx < ( 当 A>a, yt 2) 


(ii) g(x,y) 对 和 单调 ， 昌 当 % 一 十 co，9(X 3) 关于 
YE Y 一 致 趋 于 零 ， 即 Ye>>0，3 = 4 (2)， 当 X 宇 A 
时 ， 不 等 式 

1g(z |<e ”对 一 切 YyEZ 成 立 。 

那么 积分 IGD) = |。 jx)9g(z;dx 在 多 上 一 致 收 
敛 。 

以 上 各 判别 法 的 条 件 要 记 清 楚 。 使 用 时 要 注意 : 维 氏 羯 
别 法 只 能 用 于 绝对 收敛 的 积分 ， 关 键 是 技 出 优 函 妆 ; 阿 贝尔 
和 狄 里 克 菜 判别 法 常用 于 条 件 收敛 的 积分 ， 验证 条 件 时 要 畦 
别 注 意 条 件 中 的 一 致 性 。 

例 1 证 明 下 列 积分 在 指定 的 区 间 上 一 致 收 化 ， 


(i) I -| edx 在 [t+co)， 其 中 加 >0 


《ii) 工人 (t) = | ez cos Xidx 在 [tiy+co) ， 其 中 
to>0 
Ciii) Tcb = | Vie™dr 在 [a,8]， 其 中 0<a<p 
(iv) I(W) = | 
在 (一 ceoy +coh) ， 
Cv) I = ee ax 在 [qb]， 其 中 a<b。 
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解 ” 证 明 积 分 一 致 收敛 时 ， 通 常 总 是 先 看 看 是 否 有 优 酉 
数 。 这 里 的 (i) 一 (Vv) 都 有 优 遂 数 ， 因 而 都 是 一 致 收 人 钱 
的 。 

(i》 当 0<X<+cee，0<ft<t 一 +eo 时 ， 

0<e-*” <e-to” 


.区 | eax 妆 伐 ， ， 了 工 (人 -| eax 
0 0 


在 [tb,+co) 上 一致 收 敛 。 

(ii)》 优 函 数 是 Ze 

(iii) 优 函 数 是 VB e-* 

(Civ) 优 函 数 是 一 二 

(V) 当 0 委 X%< + co ，Q 和 1 之 8 
XxX-b<xX-Yy<X-a 

so 当 X20,，0<X-0<X-YyETX-a 

“(XY 之 (xX-0)° 

e-emb) 当 XxX 宕 0b，Qa 志 y 拟 b 


而 | eeeigx 收 化 TD =| edx 
在 [ay Dj 一 致 收 分 ， 


例 2 证 明 积分 TD = | ， Dds 在 [t+ 600) 


在 一 致 收 仿 。 其 中 加 是 一 个 正 数 ， 
证 ”对 每 个 3 兰 办 >>0，I 工 ( 幼 条 件 收 敛 ,因此 不 存在 优 函 
数 。 现 在 考虑 用 阿 贝 尔 或 狄 里 克 菜 判别 法 试探 、 由 于 


(1) | Joos XYAX = SAU ny < 


当 1 之 加 > 0 


(ii) 对 每 个 确定 的 3 之 芒 ， FT 对 “单调 大 目 


关于 y 汪 办 一 致 趋 于 零 (这 是 因为 


吃 十 


当 X 一 +co 时 ， V/ 


1 了 一 和 因 、 、 : — 
二 去 XT pz 0， 所 以 Ye>0， 3X 

~， 当 X 宝 六 时， 不 等 式 RT < 对 一 切 y>Wh 
>0 成 立 ) 

恨 据 狄 里 克 菜 判别 法 知 ， 积 分 | -SSE2& dx 在 [yo， 

! WX+Yy 

+ ce)》 上 一 致 收敛 ， 

例 3 证 明 1(y) = | Sr “Sn dx 在 〈0,+eco) 上 一 致 


收敛 ， 
证 法 1 由 于 


4 
(i) ] | X Sin zedx | = 3 1 ~ COS A’ [<1 


当 3 之 加 >>0 时 ， 


(11) 对 每 个 y>>0，g (x) = 在 (0, + co) 


1 
X(l1+XY) 
ee 当 X 增 时 ，22 也 增 ) 


< 二 三 bh le 1 
目 0 一 CT 0) < 0 当世 + co 时 ， 四 


类 于 入 >0 一 到 起 于 志 。 根 所 和 量 克 妆 光 别 法 知 各 人 I 
= | ”并 共 qx 在 (0,+ co) 上 一 致 收 人 


证 法 2 由 于 
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. t+” 4 = 2 | tw sin 胸中 
(1) | Sin XX ng, 收 倒 
0 0 2 


ii) 对 每 个 于 对 w 单 询 
(ii) 对 每 个 y>0， zy 对 单调 碱 ， 


1 
且 0< 了 7 <1 (0 委 X< -+coe，0<1< + eco) 


根据 阿 贝尔 判别 法 可 知 I = | Sdx 在 (0， 


1+XY 
+ oo) 上 一 致 收敛 。 
练习 ”证 明 下 列 积分 在 指定 的 区 同一 致 收敛 。 


Ci) Ia = | ae“dzx 在 [a,b]， 其 中 0<a<b; 


(ii) Ta) = | weraz 在 [a,b]， 其 由 0 之 a<b， 
《jii) I(a) = | esin XdX 在 Laos + co) ,其 中 Co>>0; 


(iv) I(a) =|， Sn dx 在 [go + 0%)， 


其 由 00 一 (0 
(V) I(a)= | 在 [0, + 00)。 
.1 Xk 
以 上 证 明 一 致 收敛 的 方法 ， 应 当 要 求学 生 很 好 地 掌握 。 
一 要 注意 观察 ， 选 择 付 么 方法 较 好 ， 二 要 仔仔 细 细 地 验证 条 
件 ， 一 点 也 不 能 马 斋 。 


$ 4 ” 含 参 变 量 广 义 积分 的 非 一 致 收 合 


从 应 用 的 角度 来 说 ， 非 一 致 收敛 并 不 重要 . 个 过 、 考 罕 
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一 些 非 一 致 收敛 的 例子 ， 反 过 夹 对 一 致 收 敛 可 能 理解 得 更 好 
一 些 。 要 求学 生 大 体 知道 判定 韭 一 致 收 伊 有 电 些 办 法 ， 并 能 
够 运用 。 

先 看 几 个 例子 ， 其 中 有 些 与 $3 例 1 有 联系 。 

例 1 ID = | emdx 在 《0, + co) 上 一 致 收 纹 吗 ? 

分 析 在 8$ 3 中 已 经 证 明 I(t) = | esqx 在 [tos + co) 
土 一致 收敛 ， 其 中 如 是 任意 正 数 ， 但 不 能 由 此 推出 
| er ax 在 〈0,+ co) 上 一 致 收 但"。 事实 上 ，| edx 
在 《0,+ cco) 上 非 一 致 收敛 。 证 明 如 下 : 

当 t 守 0， | 
3 = | edu>0， 对 任何 A (不 防 设 A>1) ,有 


十 oo 


。 1 te 
= 二 >0， 使 | e |! dx= A| e "dx>5 根据 定 


义 ，I(t) 在 〈0, + ee) 非 一 致 收敛 。 
在 例 1 中 ，I(0) = | dx 发散。 这 并 非 巧 合 。 事实 上 可 


以 证 明 以 下 命题 《课本 中 有 类 似 的 习题 》 。 
若 f(xX,y) 在 [0,+co)x(c+co) 连续 ， 对 每 个 


米 由 jxX) 在 [fy+eco) 连续 (其 中 加 可 取 任 何 正 数 ) 可 以 
推出 1(X) 在 〈0, + ce) 连续 。 与 此 类 此 ， 有 的 学 生 便 以 为 可 以 由 


1(t)= | fcr, dr 在 任何 [foy + ~) 一 致 履 全 (>0) 推 出 |” f(x,t 


“dX 在 (0 + co) 一 致 收敛 。 在 学 习 数 学 的 过 程 由 ， 这 种 不 加 思索 的 
形式 类 比 推理 溃 常会 导致 错误 的 结论 ， 
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yE(c, + 0) ,T= (fe, WDax 收敛 ， 但 当 Y=c 时 ， 


积分 | fx,0dx 发 散 ， 则 I(y) 在 〈cy,+co) 上 非 一 致 
收 丫 ，。 
由 这 命题 可 知 I(t) = | e-*dx 在 0, + co) 非 一 至 


= 站 


收敛 。 因 此 ， 它 有 助 于 鉴别 一 致 收敛 与 非 一 致 收敛 ，。 
例 2 TD) = | eex cos zzdx 在 《0， + co) 上 一 致 收 


化 码 ? 
(在 § 3 也 证 出 I(t) 在 任何 [to, + co) 一 致 收敛 。 其 
中 如 守 0) 


解 : 考察 1(0) = | x cos Xdx 
四 [x COS Xdx = Sin A 当 有 A 一 + oo 时 ,极限 不 存 
站 


在 ，。 I(0》 发 散 ， 因 此 It) 在 (0, + ce) 上 非 一 致 收敛 。 

由 此 看 出 ， 考 察 一 个 广义 积分 在 开 区 间 工 内 是 倘 一 致 收 
伍 ， 不 妨 先 看 看 它 在 区 间 的 端点 是 否 收 依 。 如 采 在 工 的 某 一 
端点 发 散 ， 它 在 工 内 必定 非 一 致 收敛 ， 


例 3 证 明 积分 I(@)=| Ze dx 在 任何 [cs， 


+ ce) 一 致 收敛 《其 由 a6>0) 问 [(&) 在 (0,+00) 一 至 
收缴 吧 ? 
证 当 A>0 
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A 亡 ， 
《 当 a 之 Q0) 
tem 2 | + 2 
SUP | wae ”dx <| edu—0 
40 .4 .4 go 
( 当 A 一 + %) 


。, (a) 它 [ ao, + oo) 一 致 收 仅 ， 
又 1(0) = | 0dx=0 收敛 ,但 不 能 由 此 推出 Ta) 在 


(0, + oo) 上 一 致 化, 事实 上 , I(a) 在 〈0,+co) 非 一 至 
收 伍 ， 证 明 如 下 ;， 
36,= | e-*du>0， 对 任何 A>0, 可 取 w = -二 > 
1 
使 ， 


+ 0 + 扣 了 
| PA a” 已 一 dx 一 | © “ du 一 Cu 
4 - A a# 


I(a) 在 《0,+ce) 上 非 一 致 收 化， | 

观察 例 3 还 可 以 发 现 一 个 有 趣 的 事情 。 在 积分 中 作 变 换 
= Wa xX， 则 得 ， 

I (a) = | aedx | equ= c (0<a<< + ceo) 
因此 Ta) 在 〈0, + co) 上 是 一 个 常数 ， 即 对 任何 a>0， 
积分 | ve ax 收敛 于 同一 个 数值 c<。 有 的 同学 认为 ， 
这 就 说 明 I(y) 在 《0, + co) 上 一 致 收敛 。 但 我 们 已 经 证 明 
Ly) 在 40)+ce) 上 非 一 致 收 俩 ， 试 分 析 一 下 这 里 出 现 的 
耶 盾 。 
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另外 ,根据 含 参 变量 广义 积分 的 连续 性 定理 知道 , 若 积分 
| f(xsDdx 在 区 间 I 上 有 间断 点 ， 也 能 断定 I(y) 在 I 上 
非 一 致 收敛 。 不 过 这 种 判定 方法 用 处 不 天、 
练习 1 讨论 以 下 各 函数 在 指定 的 区 间 是 否 一 致 收 全 
(1) ID = | x Inxe '!Y*dx 在 (i) [ty+eco ， 其 
中 万 >>0， (ii) (0,+00)， 
《2) TD = | Snax 在 (i) [ao,+co) ， 甚 中 


0 


>0, (ii) (0,+co) ; 


(3) I 0%) -| ec-ndx 在 (00,+00)， 
(4) 工 (21) = | eersin ydX 在 (-co,+00)， 
0 
练习 2 设 | fx 对 每 个 JE 9 收敛 ,如 果 对 任意 


4>a，lim | ”fxz,g)dxz= Is0 (其 中 加 是 多 的 极限 点 ;1 


= - 


是 与 么 无 关 的 非 零 常数 ) ， 则 | fxz;a)dx 关于 8 在 多 
乍 不 一 致 收敛 。 


3 5 含 参 变量 广义 积分 的 计算 


本 节 将 还 过 例题 讲解 及 练习 使 学 生 掌 握 含 参量 广义 积分 
的 计算 方法 。 要 注意 验证 必需 的 条 件 以 保证 运算 合理 。 
课本 上 计算 了 两 个 含 参 数 积分 ， 
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+ 
1 (2) -| eo * COS2YXAX = Yee (a~>0) 
0 ww 


Le . 
I(a) = | EC-“: dx = 本 arctga (a0) 


由 后 一 个 积分 还 可 推算 出 重要 的 狄 里 克 菜 积分 
fz/2 ， 当 及 >0， 
IO) =| PY gx 0 ， 当 有 =0， 
人-Tr/2， 当 有 <0。 
使 用 的 方法 是 先 在 积分 号 下 求 导 ， 计 算出 I’(y) (或 得 
到 关于 1(y) 的 微分 方程 ) ,再 对 工 (y》〉 积 分 (或 者 解 关于 1(y) 
的 微分 方程 》， 进 一 步 确定 积分 常数 ， 从 而 求 出 I(y) 。 这 
和 计算 含 参量 常 义 积分 时 的 程序 相同 ， 只 不 过 现在 验证 的 条 
件 更 复杂 。 
例 1 计算 J(a) -| 一 ed 


. 万 
2sin2 < 


、 — COSQX - - 
解 当 X->0， 一 2302 re e “= -一 一 一 6 一 0 


"2%X=0 并 非 锰 点 ， 被 积 函数 可 看 作 连 续 函 数 。 显 见 积 分 
收 合 ， 
因为 直接 积分 困难 ， 所 以 转 想 先 求 导 再 积分 的 办 法 来 试 
探 。 由 于 
1 ~ COsSax -. 


ee ， 交 于 10， 
(i) fx,a)=1 ~ 
人 0， X=0 


在 0 委 Y< + co 一品 < 之 Q 之 + oo 连续 ， 
(iiy) J(a) = | ed 在 一 Co 十 ce) 上 了 收敛 ; 
必 


+14 


(ili) | 二 Q)dX = | sinaxe dx 
在 〈- co + co) 上 一 致 收敛 〈e 一 为 优 函数 ) ， 
因而 对 J(a) 可 在 积分 号 下 求 导 〈 当 - ceo<Q<+ co)， 


十 的 
“J (0) = | SInQXe “dx = ， 
0 


0 
CQ 十 


oo Jo =|- - FIn(a’ +1)+C, 
CQ 二 1 


由 J(0)=0 知 C= -In1=0, 
J(a) = Fln( + a’), 
例 计算 Ia) = | 1+4X) dx (a>0) 


1 十 区 
分 析 试图 采取 例 1 的 方法 ， 先 证 明 对 Ia) 可 在 积分 
号 下 求 导 (〈Q>0) 。 
容易 验证 fca) = n+QXZ) 在 0 委 X<+ eo 
0<<Q< + eco 


连续 ， | + dx 在 0<a<+ oo 收 但 ， 


但 楼 验证 | qx | dXw 在 


» (T+ xX) (T+ Gu) 

(0, + co)》 上 一 致 收敛 就 有 问题 了 。 事实 上 | 从 9) dx 
在 (0， + co) 上 非 一 致 收 人 线 《 同 学 们 可 自己 证 明 〉 。 不 过 我 
们 的 目的 是 要 证 明 对 任何 CC>0， 对 工 C) 可 在 积分 号 下 求 
导 , 而 任何 了 画 数 & 可 以 包含 在 一 个 团 区 间 [cy,p]cC (0, + co) 
内 ， 因 此 我 们 只 要 证 明 在 任何 [a;p8] 己 (0, + oo) 内, 可 
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对 I(a) 在 积分 号 下 求 导 即 可 。 这 样 , 关于 | ”2 人 多. dy， 


只 需 验 证 它 在 任何 [&,; BI (0, + ce) 内 一 致 收 全 识 侈 了 9 
而 这 一 点 不 难 做 到 |. 现在 把 解法 仔细 写 在 下 询 .。 
解 ” (一 ) 首先 验证 对 工 a) 可 在 积分 号 下 求 导 需要 满 
足 的 条 件 : 


2 
GD fa) = UT 在 0<X<+co，a<a< 有 


连续 《其 中 0<C< 有 ) 
(1i) I(a) = | nt 十 CQ 和 2 -GdX 在 [a;BJ 收 倒 


]+X? 
这 是 因为 对 每 个 确定 的 CE [ay, 
.ln(l+o rx) Y In(I+a) 
x2 1 二 
limx 1+X’ te [i vx ( 
“of, 0) | 20xX2 
C1) iD |， 0 在 


这 是 因为 当 we + oo, 0<a<a<p 时, 
~ 20 Pe -28 
(1+X) (tax) (rx) (1L+CX2 ~ 1+t+aix: 


一 26 可取 作 优 浮 数 ， 


Tra 
因此 当 aE [a, 有 ] ， 可 在 积分 号 下 求 导 ， 而 a， 是 江 
足 0<a<B 的 任何 正 数 ，:。 当 a>0， 可 在 积分 号 下 求 导 ， 
__ | 2QX 
(CT -| ra 
:此 时 我 们 说 人 ”312 外 gx 在 0, + o) 内 闭 一 致 收 敏 ， 
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2a (全 dx -| dx ) 


az2--TANo 1l1+X: 1 十 Ce 
=— (a>0，a 二 1) 
Qa+l1l 
+ YY” 
/DD)=2) dx 
1’ (1) 2 | a 
tm ] xX i” dx 
= -| xd 一- 1 二 和 1 十 多 
_ 了 
2 
综合 以 上 两 式 得 : 
‘ -二 (a>0) 
lI’ (a) 了 


和 分 得 I(a) = XlIn(1--a)+C 
三 ) ”为 了 确定 常数 C， 在 上 式 两 端 令 4~0 ， 得 
I1(0)=C 显 见 TI(0) =0 .。 C=0 
I(a) = Xln(1l+a’) 
这 里 又 用 到 了 积分 1(Q) 在 a=0 右 连续 ， 事实 上 


f(x,a) = lIn(l+a°Xx) 


二 一 在 ”0 委 X%<< 二 co 0 委 Q 委 1 连续 ， 且 
1 十 的 


ln(1 二 CQ2X2) In(l+ xX’*) 
由 十 0 人 ~ 1+ x: 


《 优 画 数 ) 
和 TI(a)= | fw, aydx 在 [0,1] 一 致 收 谎 ， 因此 I(a) 在 
[0,1] 连续 。 


[+*” Sinx 


-co<a< 和 + co 可 在 积分 号 下 求 导 。 


证 由 于 


。 SINX , 
(1 X00)= 二 -在 0 和 XT+00, Gab 


连续 (此 处 [a，5] 是 任何 闭 区 间 ) ， 
Ci) Pla) = | Sin _dx 在 [a，b] 收敛 ， 


1+ (xX+o)’ 


os (+ Of ya) jo [+ 2sinx (x+a) 
C12) | a dX |， [li+ (xX+a) dx 


在 la, Dj 上 一 致 收 伍 。 
这 是 因为 ， 当 和 充分 大 ， 可 使 x+ ZX+ 0> 卫 ， 又 设 
c=Imax 人 ap， 则 当世 充分 大 ，Cs 和 Cs 委 b， 有 


2SlmnXe。(X 二 C) 
[1+ (xX+ Qa) 


2(X 十 C) 


和 一 一 一 一 一 一 一 【《 优 中 

人 《 优 申 数 ) 

因此 ， 避 以 对 F(a) 在 积分 号 下 求 导 (Qa 所 a 志 6) 。 因 
为 [4a，0」 是 任意 闭 区 间 ， 所 以 对 F(a》 可 在 积分 号 下 求 导 
《一 co<w<+co) 


、 I?” arctgax ~ 
练习 1 计算 I(o) = | -reges dx (a>0) 


练习 2 证 明 | esin2xydx = es) ed 
还 可 以 用 交换 积分 顺序 的 办 法 来 计算 积分 。 如 计算 


中 加 -ax _ Bx 
| Ce dx (0<a<p) 
~k 


其 中 被 积 函 数 本 身 又 可 写成 积分 形式 ， 
eC“*— CF* 


FF 
x -| eway 


而 了 (X,Yy)=e -在 0 志 X 之 + ay 所 pb 连续 又 | “evrdx 


在 [a，pb」 上 一 致 收 化 〈e “是 优 函 数 ) 因此 根据 积分 换 序 
定理 有 : 


人 eg 
-| av) evar= | 人 jw 
— | 并 = Int 
J i 


y 
最 后 举 一 个 例题 ， 计 鼻 中 需 要 交换 两 个 无 穷 攻 积分 的 次 


oc 
例 4 计算 普 阿 松 积分 I= | e-*'dx 
解 ， 作 变换 X=wut (ww 汪 0, t 为 新 积分 变量 》 
则 得 [= | eadt = | ed 


I*= | Je-" du = | du | we-e tdt 
9 了 ,0 
= | dt) we ttmdu 
令 v= Ul +t) 
| dt . | e-vdv = 也 
4 
T= Va 
2 
我 们 还 需要 证 明 计 算 中 两 个 无 穷 限 积分 交换 次 序 是 合理 
的 ， 划 
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中 本 -oo ~ ”中 一 To 
| z du | Me (+t) dt 一 | Gt | we™u +t dt 
0 0 0 


可 


其 中 等 式 石 端的 积分 已 经 算出 ， 
由 于 | du | ue-™* (+i)dt 


. 4 本 > 2 12 
= jim du | We (tt dt 
~ 0 
， ? 
= Lm | | ue (ti) du 
-> wd 


因此 只 需 证 明 当 A 一 +co,，C->0 有 
| dt| We-e (ti) dw 一 | | ue™* (iti du 
0 加 | | 已 


党 C 二 天 9 
= 人 人 | ue arau 
0 0 如 


赵 于 零 即 可 。 素 实 上 
| | UE (tt) = [au | we er dt 


C 
= | Je* du=1 | es du~>0 ( 当 C->0) 


tw > 2 2 : 
且 | di | Ue (tt dw 仿 Wl+t)=9 
0 4 


Fo 
-| {| a 
A?(1+t?) 

平 必 于 
<| zy | ， evQD->1 (A—+ oo) 
因此 积分 换 序 是 合理 和 的。 至 于 十 述 证 明 中 有 穷 限 积分 与 无 穷 
限 积 分 的 换 序 的 合理 性 也 不 难 验证 ， 

有 兴趣 的 读者 可 以 用 类 似 方法 计算 拉 普 拉 斯 积分 
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y_ {**cos px 
/ [= |， C3 2 《0 


— Fo 2 ,2 

提示 1。 利用 -zs= | e-e+9du 
2。 证 明 两 个 无 穷 恨 积 分 可 以 交换 次 序 ， 
3， 利 用 习题 中 的 结果 

| 到 = 并 ee 


$6 含 参 变量 的 瑕 积分 


b 
考虑 含 参量 积分 ICb) = | f(z,2)dx (YEY) 着 对 多 中 


力 
每 个 Yy 值 (或 9 中 一 部 分 值 ) ，X= 是 | fax 的 (办 


一 ) 荫 点 ， 则 称 工 9) 为 含 参 量 的 也 积分 。 我 们 只 讨论 这 种 
有 了 崔 一 下 点 的 情形 。 

根据 又 积分 的 定义 ， 若 2%=b 是 1 ) (WEY) 的 摄 
点 ， 则 了 (2 2)》 在 Y=PB 左 侧 任 何 小 邻 域内 都 无 界 。 即 
VE~>0, vn>0, 3x€E [D-7D) ， 使 | f (xi, Y) 人 

人 参量 的 取 积 分 也 很 有 用 ， 其 中 重要 的 有 及 函数、 

数 ，。 含 参量 的 一 积分 全 商 天 下 各 分 在昌 论 上 流 为 
似 ， 因 此 课本 上 没有 详细 讨论 含 参量 的 节 积 分 。 目 前 我 们 已 
经 对 含 参 量 的 匹 穷 限 积分 理论 讨论 得 很 详细 ， 因 此 对 比 着 这 
一 理论 ， 由 同学 们 自己 将 含 参 量 瑕 积分 的 有 关 概 念 定 理 加 以 
气 述 ， 论 证 ,可 能 会 有 益处 的 。 下 面 我 们 仅 列 出 提纲 ,细节 由 
同学 完成 。 然 后 再 安排 几 个 例题 、 习 题 。 
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1， 筷 述 IG) = 上:T(o2Ddxz 在 多 上 收敛 的 定义 ， 

叙述 I(g) 在 多 一 致 收敛 的 定义 及 Cauchy 准则 。 

2。 氢 述 一 致 收敛 的 优 函 数 判别 法 

3。 氢 述 关 于 IT 的 连续 性 、 积 分 号 下 求 导 及 积分 换 
序 诸 定理 。 

4.。 叙述 关于 IC9) = | 了 (g(x)dx 一 致 收敛 的 阿 贝尔 
及 狄 里 克 菜 判别 法 ， 

在 以 上 命题 中 ， 选 择 三 四 个 加 以 证 明 。 

下 面 安排 几 个 例题 及 练习 


例 1 证 明 积 分 工 2) = | 2 dx 


(i 在 《0,2yo]」] (其 中 恩 必 2) 一 致 收敛 ; 
(iiy 在 〈- co,2) 在 一 致 收敛 。 

证 这 里 对 某 些 参 数值 ，X% = 0 是 瑕 点 。 

(i) 当 0<X 委 1，- ceo<1 委 zj (Yo<2) 


| Sinx | .ZX 1 
去 :一 一 一 一 二 -一 -一 一 一 
XY Xo Xo ! 


” 妇 ~1<1 一- 可 作为 优 函数 。 根 据 含 参量 也 
积分 一 致 收 伍 的 优 函 数 判 别 法 知 IG) = | -dx 在 
《一 0 吕 ，Yoj」 一 致 收 化 《其 中 加 <2) ， 

由 于 lim 一 = .se 3 了 7 之 0， 当 0<X<7o 时 


SINY > 
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对 任何 NTE (0, 70) 


1 名] n © 7 
| _Sinx gx- | 1 Sinx dx > 1| 1 dx 
0 Xs ow 人 2J0 NX 


~- 1 . 
2(2~Y) 


因此 ，| -SPZ dx 在 (0，2) 不 一 致 收 人 


n+o0 ( 当 Yy>2- 0) 


1 
例 2 证明 gpg(p) = | Intxdx 在 PDP 之 0 连续 


(此 处 为 菜 个 正 整 数 》 

证 

(DD) 当 p>1, limx’ "In*x =0, 而 x? 11n*x 在 
0 < 之 X 志 1 及 p 记 1 连续 ， 故 9 (Pp) 为 常 义 积分 而 且 在 B>1 
连续 ， 

《ji) 当 0<p 志 1，9(p) 有 瑕 点 X=0， 

我 们 先 粗略 地 分 析 一 下 。 如 果 能 证 明 wp(D) 在 0<Dps1 
内 一 致 收敛 ， 那 么 由 含 人 参量 取 妨 分 的 连续 性 定理 可 知 p(D) 
在 0<Pp 志 1 连续。 可 借 事实 并 不 如 此 。 这 因为 从 gp (0) = 


i A 
= | -dx 发 散 即 能 断定 p(D) 在 0<p<1 不 一 至 收 但 ， 


因此 我 们 只 好 仿照 §5 例 2 与 例 3 所 用 的 办 法 ， 证明 9 (p) 
在 任何 fc，B8]j CC (0，11 内 一 致 收敛 。 

由 于 当 0<X 委 1，0<c 委 D 和 8 一 1 时 ， 

| xp nex (Ex | Intx | 


及 | ilnsx dX 收敛 z 
“ Pp) 在 [Lg，pB」 忆 00，1] 上 一 致 收敛 ， 因 而 连续 ， 
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而 [a，B] 为 (0,1] 内 任何 闭 区 闻 ， 所 以 op(D) 在 《0,19 
连续 。 


例 3 计算 I(a) = | na-ew) ds (lal<1) 


解 = 1 是 瑟 点 。 由 于 
(i) f(x,a) = Ind ex) 在 0<X<1, |a |<6<1 


vi 
连续 ， 
GD | 二 和 -2 qx 在 |a |<8<1 收 全 
0 1-x’ 
{1 of (xX,a) -| 一 20X: 
1 [aa ， i -amy 在 
| c | 和 6 过 1 一致 收敛 .这 是 因为 当 0 志 xX<1, | a | 委 G 一 1， 
— 9QX” 20 
这 人 


所 以 当 | a | 和 6<1， 对 工 c) 可 在 积分 号 下 求 导 ， 而 6<1 任 
意 ， 所 以 当 | a | 二 1， 对 I(a) 可 在 积分 号 下 求 导 ， 


7 -2ax 
I (0 =| Tx A a 0 


2 | 为 d 
= —20| dX 
ol- Xx (1- oxX’) 


X=sint "/ sin*tecost 
eam osinteost a 


“J cost (1— aisin’t) 


"2 Sin’a 
二 一 J -~ ~- -~ 大 
4 | 1 一 QSsin’t dt 由 此 得 ， 
1’ (0) = 0， 


TV2 _ . 
当 a 二 0， ICw = 三 | -Qsint gy 
QJ,o 1- a’sin’t 
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2 i dt ) 
-了 (| | 1 — Qsin’t 


(1 To —1) 


CT 一 c2 
{ zi-az —1) 
» Dl) avi-e 当 iel<l, cs 
【0 当 a=0 


由 于 lim 1’ (oa) = lim -一 fF(V1- “170 -7D =0=1’(0) 
C= ) QO/ 1 Q 


1’ (a) 在 &=0 连续 ,由 1(Q) 之 表达 式 可 知 I(a) 在 la| <1 连 
。。 To =x(ina- | 一 2 ) 


en 


=z(Ina+tInlt VI _)+C 


z a 
=TlnGl+w1+a2 )+C 

不 难 证 明 Tc) 在 CC=0 连 绕 ， 因 而 令 c 一 0， 人 得 ; 

0=1(0) =1limIl(a) = zln2+C 


ss C= — Xln2 
“»。 (a) -xin 一 当 lal <1 


I Sf ne X=8i “#2 
I(a) = | Ind ~ ) dx = 2 | lIncosudu = ~ xln2 
0 V1-X’ 0 


综合 以 上 结果 ， 得 I(a) = rn tv le dal<1) 


最 后 举 一 个 有 琶 点 的 含 人 参量 无 穷 限 积分 的 例子 ， 
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例 4 设 了 在 〈0，+ co) 连续 ,积分 |” x 人 F(X)dx 在 4=a 


及 4=b 收敛 (a<b)， 证 明 积分 | Xf(X)dx 关于 4 在 [a， 
Dj 一 致 收敛 。 


证 I(4) = | zycoaz- | Xf (x)dxt | zjcoax 
= (4) 十 工 (4) 
需要 证 明 了 (4) ， 了 (4) 都 在 [ae，b] 上 一 致 收敛 。 
TI (4) = | > “ooxof (x)dx 
由 于 
(i) | wef (wd 妆 钱 ; 


(li x “在 [0, 1] 上 单调 且 当 0<x<1，a<<i<b 
时 ，0<X “和 1， 根 据 阿 贝尔 判别 法 知 五 (0 在 [a, 8] 一 
致 收敛 。 

类 似 可 证 I,(4) 在 [a，D] 一 致 收 仿 ， 因 此 IG) 在 
La，Dj 一 致 收敛 ， 

练习 1 证明 下 列 积分 在 指定 的 区 间 一 致 收敛 ， 


0 hy 


hv XxX-a| 


i 
练习 2 证 明 积分 | (1+X+ N+. + x") Inl dx 关 
0 ~ 


于 nn 在 自然 数 集 上 一 致 收 颌 
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_In(1~ aa22) 
练习 3 计算 l(a) 一 | 二 


涌 :; 1(Q)= -TIL-VvTIT- 0 ) 


dx (| a |<1) 


( al<1) 


第 十 八 草 ” 付 立 叶 级 数 


付 立 叶 级 数 部 分 在 数学 系 本 科 数 学 分 析 课 中 所 占 的 分 最 
很 小 。 分 配给 这 部 分 内 容 的 习作 课 至 多 占 4 个 课时 。 因 此 在 
这 有 限 的 时 间 内 应 尽量 使 学 生 加 深 对 付 立 叶 级 数 的 最 基本 的 
概念 、 理 论 的 理解 ， 并 纠正 容易 出 现 的 错误 ， 


$1 三 角 级 数 与 付 立 叶 级 数 


“ 三 角 级 数 是 指 形 如 
子 十 2 (QnCOSNT + brSinnx) (1) 


的 级 数 ， 其 中 Qo，Qn，DBn (n=1，2，…) 均 为 常数 ， 
付 立 叶 级 数 是 对 函数 说 的 ， 表 示 绝 对 可 积 函 数 的 三 角 级 
数 称 为 这 个 函数 的 付 立 叶 级 数 。 而且 它 的 系数 要 满足 欧 拉 
一 一 付 立 叶 公 式 
1 


a= | f (x) cosnxdx n=0, 1, 2, »° 


bs=l| f(sinnxdx N=1, 2,…: 
显然 付 立 叶 级 数 是 三 角 级 数 ， 但 三 角 级 数 不 一 定 是 付 立 
叶 级 数 。 
一 、 为 了 讨论 付 立 叶 级 数 的 性 质 ， 一 般 在 课 上 都 要 讲 一 
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个 重要 引 理 一 一 黎 曼 引 理 ， 


笋 曼 引 理 ” 设 通 数 g(X) 在 区 闻 [Q， 归 上 可 积 且 绝对 可 
积 。 则 ， 
lim| g(x)sin pxdx=0, 


lim|. g(xX)eos pxX dx = 0， 


由 此 引 理 立刻 得 到 可 积 和 绝对 可 积 限 数 的 付 立 叶 系 数 
Qn，bs 当 ? 一 ce 时 趋 于 0。 即 


lim | f(x)cosnxdx=0 
im 二 | f(x)sin nxdx=0 


这 是 三 角 级 数 作为 〈 某 一 函数 的 ) 付 立 叶 级 数 的 必要 条 件 。 
例如 Pt- 1)reos nx + (— 1)""isin NX] 


的 系数 Qn= (- 1)"，pB = (一 1)""! 都 不 趋 于 零 〈 当 n>co 时 ) 
所 以 ， 这 三 角 级 数 不 是 任何 函数 的 付 立 叶 级 数 。 

三 、 付 立 叶 级 数 的 判 伍 法 

一 个 施 数 的 付 立 时 级 数 是 否 一 定 收 伍 ? 收敛 的 话 是 否 一 
定 收敛 于 原来 的 函数 ? 答案 都 是 否定 的 。 因 此 需 讨论 在 什么 
条 件 下 ，f(X) 可 展 成 收敛 于 它 自 己 的 付 立 叶 级 数 ? 课 上 一 
般 讲 了 三 个 判 全 法 。 

1. 狱 尼 判 别 法 ， 设 能 取 到 适当 的 数 s， 使 由 函数 了 及 xX 
二 所 作 的 基数 PCO Jet 1 7 2) 一 2S:， 对 于 某 个 


fh>0， 积 分 
|- (WU) du 
2 


如 
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存在 ， 那 么 了 (xX) 的 付 立 叶 级 数 在 % 点 收敛 于 $。 
2. 李 普 和 着 兹 判别 法 ， 如 果 函 数 了 (X) 在 点 连续 ， 并且 
对 于 充分 小 的 这 0， 满 足 不 等 式 
| f(x+tw) -1X)| Lvw 
其 中 < 委 !1 为 正常 数 ， 荆 也 是 正 笛 数 ， 那么 fxX) 的 付 立 叶 级 
数 在 点 收敛 于 f(X)， 
此 判别 法 可 推广 ， 若 对 充分 小 的 4&>0， 有 不 等 式 
| f(x+tw) 一 于 (X 二 0)| Lu 
La 为 正常 数 ，c 委 1， 那 么 f(z) 的 付 立 时 级 数 在 % 点 收 伍 
于 TCX+0) JF 0 是 


3。 狄 里 克 莱 判 别 法 . 如 果 在 以 XY 点 为 中 护 的 区 则 [X 
~h，X+h] 上 ， 涵 数 了 (XxX) 是 分 段 单调 的 ， 且 间断 点 个 数 有 
限 ， 则 此 函数 的 付 立 叶 级 数 在 点 收敛 于 


f(xX+0) +f(X—0) 
2 


由、 付 剖 叶 级 数 水 项 可 积 的 条 件 及 逐 项 微分 的 条 件 
(1) 设 f(x%) 在 (-x，x) 黎 曼 可 积 。 则 了 (X) 的 付 立 叶 
级 数 可 在 (一 x，A) 逐 项 积分 。 
(2) 设 f(X) 在 [-x，xj 上 上 连续。 了 (x) =f(-x) 除 在 有 
限 个 点 外 ，f’(X) 分 段 连续 ， 则 了 (X) 的 付 立 叶 级 数 可 逐 项 微 
分 。 


$2 函数 的 付 立 叶 级 数 展开 


函数 展 成 付 立 叶 级 数 ， 其 间 有 许多 技巧 ， 也 有 些 容易 忽 
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上 咯 的 问题 ， 这 里 有 选择 地 列举 一些 情形， 各 用 例题 说 明 如 
下 ， 
、 一 般 讲 只 有 周期 函数 才能 展 成 付 立 叶 级 数 。 这 是 因 

为 付 了 立时 级 数 必定 收 化 于 周期 水 数 ， 非 局 期 涵 数 能 人 盏 展 成 付 
立 夺 级 数 呢 ? 当 我 们 仅仅 要 求 在 有 限 区 间 展 开光 数 时 ， 这 一 
点 是 可 以 做 到 的 。 

例 1 在 区 间 (~x，x) 内 将 函数 

f (xX) = ez 

展 成 付 立 时 级 数 ， 

解 ” 在 整个 数 轴 上 e” 本 来 不 是 周期 函数 ， 因 为 现在 只 
在 (- r，z) 上 的 一 段 我 们 可 以 将 它 先 延 拓 为 〈- co，+ co) 
上 的 周期 国 数 【〈 以 27 为 尺 划 ) 然后 展 成 付 立 叶 级 数 。 


" oe sh2x 
Cu = 工 | e207 -一 一 = Sn<T 
T=” 27 3% 


oi 
Cn = 二 | eCOS Nxadx 
J = 


(Do 人 sh 2r 


2 1 
。 ecz= 一 SR -一 十 x 
C= 一 2z|- SC2 cosmx- n sinn a 


n= 1 


这 级 数 在 《- ce ，+ece) 收 伍 于 周期 晒 数 
FX) = es" 一 e20zr2n7) 《27 -1)Tr 委 X%< 雪 (272 二 1) 


n= 0, 十 1， 十 2， Sn 
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这 函数 当 XE( 一 zx， tn) 时 让 (Xx) = 于 (2) = 6 
“。 对 于 -x 过 XX 之 xX 有 


ez = sh 27 | 二 + >， (2 cos nx —nsin nx) | 


但 是 可 注音 在 X=7 与 X= -7X 这 级 数 收 化 于 
2”™ +e™*” 
2 
一 、 我 们 所 考虑 的 多 是 以 27 为 周期 的 函数 ， 当 函数 
(xX) 定义 在 《~-h，h] 上 时 ， 在 一 定 条 件 下 做 一 次 简单 变换 
中 以 


f(X) = 一 + + Do (0 COS i 十 Da sin ) 


和 全 立时 级 数 ， 其 中 
NAx 


mm= 于 |- 了 (2)cos 一 让 dx n=0, 1, 2, 


1 。 NAX . 
bn = 上 | ,fosin 站 以 和 N=1,，2, 


例 2 在 区 间 (-h,h) 上 将 了 (X) =e** 展 为 付 立 叶 级 
数 。 〈 这 是 例 1 的 推广 ) 


解 ” 由 上 述 公式 
1 orgxe_ le -2 
Qo = £1). esdX= re | -nsh ah 
1 Wr NAX 
Qn = Le coS 一 太一 dx 
(~ D"ah (oo e-oh) 


(Qh) :+ (Nn)” 


(—1)"?0h sh(ah) 
(ah)?: + (Nza)” 
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h . x 
b, = | ersin_ ~ ad 
h 1 = 


_ (~—- D+*+'.2nrn sh ah) 
(Qh) ”+ (nn)’ 


n= 1, 2， ee 


~ 


sh (ah) — ， 
Tap +2sh(ah) > (- 1) 


B= 1] 


sr 一 


x . x 
CR COS— 一 ?TSin 下 


(ah)’: + (nn)?’ 
-hx<h 
三 、 我 们 知道 若 2 在 《〈《- x，x) 上 是 偶 函 数 ， 县 可 
展 成 付 立 叶 级 数 ， 那 么 它 的 付 立 叶 级 数 中 只 含有 常数 项 和 余 
弦 项 。 同样 奇 函 数 的 付 立 叶 展 开 式 中 只 含有 正弦 项 。 这 样 的 
级 数 分 别称 为 余弦 级 数 和 正弦 级 数 。 进 一 步 的 问题 是 ， 给 了 
非 偶 函数 了 (xX) 能 否 展 成 余弦 级 数 呢 ? 如 有 果 仅 仅 要 求 在 [0， 
7x) 上 展开 了 (xz) ， 那 么 对 于 在 (~x，0) 上 的 值 *， 可 以 
任意 给 函数 补 加 定义 ， 那 么 在 《x，x) 上 就 可 以 得 到 许 
多 不 同 的 和 付 立 叶 级 数 。 利 用 这 点 关系 可 以 对 称 地 将 站 (X) 延 
拓 为 《~x，7x) 上 的 偶 最 数 ， 那 么 它 的 付 立 叶 级 数 就 是 余弦 
级 数 了 。 
例 3 将 f(2) =x? 展 成 付 立 叶 级 数 ， 要 求 
(1) 只 合 人 余弦 函数 ， 
(li) 只 合 正 纺 函 数 ; 
(iii) 在 区 间 〈0，2r) 内 展开 . 
解 (人 D 了 (X) =2% 本 为 偶 国 数 ， 正 常 地 展开 就 是 余 
弦 级 数 ， 这 时 bs=0 
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个 
|| 
4 | 


Ee 
3 
| 


| Xx? cosnxdx 
x? cos XdxX = (— DD" 六 n=1, 2, 
0 


as 3 


人 


于 是 得 到 


区 1)" 
§142 7 COS NX, 
"” (7X) 在 (一 xT，A) 连续 ， 
在 《一 了 ， 区 ) 级 数 收 化 于 f(X) 。 
当 %= 土 时 ， 级 数 收敛 于 


[Lf(— x+0) +f(x—0)= z=f(- x) = 了 (7) 


es 开 +4Y COS NX = X’, 


xX’ [OQ, ui) 
— XX 《 一 区， 0) 
在 [0，x) 上 F(X) 三 f(X)， 如 图 1 就 了 (X) 来 疯 
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这 是 (- rsT) 上 的 奇 函 数 。 


Cn = 0， 


] | | 。 
b, = 1| X Sin nxdx + 工 | -XSin nxdx 
0 Te 


A 
= | x sin nxdx 
st 0 
= ED" 1)" -1] 
n nxn 
如 此 得 到 正弦 级 数 
ZT n+1, 4 有 他 = 
> nD + st(-1) 1] |sin nx 


~ S22 ntioi ,x 3 sin(2n. — 1)X 
> 和 (=D) 3 (27.—1)” ° 


由 于 了 (X) = 在 (0，x) 连续 ， 所 以 这 级 数 在 (0， 
0 
1)"+! 8 ~- Sinmn(27 — 1)x 
2 DT sin ng- 7 Qn-i) 


在 0 三 XA 
U X=At 


(iii) 在 (0，2r) 上 泛 


虑 了 (X) =% 。 如 图 2 延展 为 周 


1 2 元 
Qo = 二 | Xdx 
,0 
一 8.2 
3 
1 27t 
as= 工 | Xx* cos nxdx 
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= 二 
7 
bn = | Xx? Sin nxdx 
一 一 (n= 1, 2， "+*») 
得 到 付 立 叶 级 数 


4 ， 一 COS NN SIN NX 
一 T 十 O47X > 一 -一 
3 4 之 32 4 之， nn 


| 


f(X) 在 (0，2x) 连续 ， 
。。 在 《0，27) 上 述 级 数 收敛 于 Xi。 
当 X=0，2r 时， 级 数 收 敛 于 


[f+0) +f (ar 0)1= 27。 


。 4 “COSNX ”Sin nx 
3 
得 四 让 


< 一 1 
[ 0<X<2N 
ox? X=0, 27 


* 了 了 (X) = 六 也 能 在 (0，27) 展 为 正弦 (余弦 ) 级 
数 。 可 在 习作 课 上 介绍 ， 

四 、 当 了 (2) 的 付 立 叶 级 数 满足 逐 项 可 积 或 逐 项 可 微 条 
件 时 ， 可 以 由 已 知 的 付 立 叶 级 数 求 基 些 函数 的 付 立 时 展 开 式 
或 求 付 立 叶 级 数 的 收敛 函数 。 

例 4 求 X*,，X* 在 (-x, x) 内 的 付 立 叶 展开 式 。 

- 和解 由 例 3 知 


x )n_COSNX Cos nzx 
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两 端 从 0 到 世 积分 得 


1 3 区 | 


3 7 


sin nx 


这 不 是 三 角 级 数 ， 因为 式 申 出 现 了 线性 项 . 还 需要 把 它 展 成 
三 角 级 数 代 进去 ， 经 计算 容易 得 到 于 (ZX) =X 在 (xz，7) 


的 付 立 叶 级 数 是 


X= -De 一 


nel 


. X=12 5) (- 1)" e+ 


nw 1 


+2r > (~ 1)"+!1 ee 
n= 1 


两 端 再 从 0 到 积分 得 


112 | Sin Le dX++ 


+ 2 > (~— 1)"* | dx 
0 


n™ 1 


-22> 1) n+! 和 二 1 | 


nm 1 


+ 2 past Do | 


n= 1 R= 1 


-2 5) 1)"—— 一 PL 


+125 (Dr SONY L125 


下 和 1 


(— Dr” 
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(此 处 用 到 例 3 的 结 -> 2 一 


四 一 COS Nx “ ,Cos nx 
即 X87 D1)" 8S (1) 0s 


LB nm 1 


2 | 《一 1)9 
十 了 +48 2, 7 


为 了 得 山 最 简单 的 结果 ， 还 应 计算 Y CD"。 可 以 由 


全 


学 生 证 明了》 一 各 一 = 0 7， 借 此 知道 


2) Nn: 7 70" 


ne 1 


ee ~ 8 > 1) "t+ 


DS NY 


n= 1 


一 COS Nx 
TD + 


m1 


一 nx 
+48 5 (~ 1" + 


+ 二 -了 
5 大 


五 、 付 立 叶 级 数 的 复数 形式 ， 

付 立 叶 展 开 式 的 复数 形式 可 以 简化 计算 ,同时 也 有 利于 
讨论 一 些 联系 实际 的 问题 ， 如 频谱 分 析 等 。 但 是 往往 被 学 生 
忽视 ， 因 此 应 当 让 学 生 适 当地 练习 这 类 题目 。 

付 立 有 时 级 数 的 复数 形式 为 

36 


CC 2 : 
+ >, (Qn COS Nwt + br Sin nwt) 


| 


Q < a».- ib, . Qn+ib, -， 
— 1 十 enwi 十 一 -一 一 Cn 
2 : 


一 ” ~ ] > 
在 记 Go= Co Qn -ibn= Cn Qn + ibn = Con 


上 留 的 式 子 就 化 为 
工 > Cneinwt 
J 
这 里 er = | feindt 
RA N=0， 土 ]， 十 2，。…。 


0 
例 5 设 周期 为 了 的 
纹 数 在 [0，T) 内 的 表达 
式 为 
f(t) = Rt 
下 
《其 图 形 如 图 3) .将 此 


曙 数 展开 为 复数 形式 的 付 
立 叶 级 数 ， 


0<t<T 


* 人 | h 和 h 只 
人 |， te at NA 


“ 了 f(t) 的 复数 形式 的 付 立 叶 展 开 式 为 


_ 1 — h ?0 Tm 
人 = 本 之 ein 


二 二 
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入 、 下 面 是 有 关 付 立 叶 级 数 的 一 些 练习 题 ， 可 以 选择 使 


用 。 
y 1。 将 函数 
(二 0<x<yx 
f(xX) = 0 X=0, +x 
” - 世 -AXXO 


展 成 付 立 叶 级 数 (图 4) ， 


解 f(xX) 是 奇 函 数 容易 知 
图 4 道 ，X 开 0， 士 z 时 


_ SIN(2n — Sin(2n ~ 1)x 
1(%) 2 5 (C21) 


此 级 数 在 *=0， 填 x 时 恰好 收 化 于 了 (0) = 了 ( 土 +) =0， 所 以 
2 D> ft) XEL-A, 7 
2。 在 区 间 〈0，2z) 内 将 函数 


_ Xv 
f(x) = 


展 成 付 立 叶 级 数 ， 


> f= DT (0<x<2n). 


这 级 数 里 不 含 余弦 项 〈 及 常数 项 》 。 必 是 奇 函 数 的 展开 
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式 ， 但 在 0， 土 hx (= 1，2，…) 处 收敛 于 0。《〈 图 5) 


y 
~、、 ， 
OO 278 
图 5 
3。 将 函数 
7 
_ 了 上 
人 < 3 
| ] ] 
f(X) = | -1 -F<*< 了 
\2 <x<l 
展 成 付 立 叶 级 数 ， 
解 ”此 函数 可 视 为 以 2 为 周期 的 函数 ， 经 计算 得 


RAN 
f(xX) = 二 + 二 sin |- 3COS— 十 


Hn 
+9 Sin sin- 


要 注意 在 点 -1， -二 二 ， ! 处 这 级 数 收 伍 于 什么 值 ， 


4。 在 [一 x， 7] 将 


f(X)= Xsinx 
形成 付 立 时 级 数 。 
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解 
f(xX) 为 偶 函 数 。 展开 式 中 不 含 正弦 项 ， 经 计算 得 到 


_1__COSX ,en(- 1)" 
f(xX)=1 2 2 NCOS Nx, 


5。 在 (-X，X) 上 将 妈 数 
[ -1 一 T<X<I 
f(xX) =Sgnx= 10 X=0 


展 成 付 立 时 级 数 。 
解 ”这 是 奇 攻 数 ， 所 以 展开 式 中 不 含 汕 数 项 及 余弦 项 ， 
经 计算 可 得 


4 «< Sin(2n — 1)% 
X= SS 
f(%) > 27.—1 ” 


但 我 们 知道 (一 般 课 上 作为 例子 讲 ) 


T 4 COS(2n— 1)% 
X= -> 一 一 各 ， 次 
1 TA (271 一 1) (x 1) 


又 知 一 = SgnX (XE 0) 


所 以 对 上 面 级 数 逐 项 微分 也 得 到 Sgn % 的 付 立 叶 展 开 式 
(对 于 X=0 的 情形 ， 验 证 级 数 在 = 0 收 钱 于 0 即 可 ) 。 
6。 利用 复数 可 以 将 一 些 函 数 展 成 付 立 叶 级 数 的 过 程 简 
化 。 


加 q sin x 
知 将 了 (X= 1-2g CosX+g’ (9q<1D 。 
展 成 付 立 时 级 数 时 可 令 
t = eiz, t =eis 
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向 sinx= (ft- 去)， Cos w= (t+ £) 


因此 


g Sin X TT 1 1 | 
1—-29cosx+gq’ 21 


~ (tn— fn)qn 


t= 当 

sl jo 
< 
人 
We 
灌 
SS 
c+ | 
以 
~ 
LU， 


= " Sin NX 1Xj < +eco。 
之 19 


同 梓 可 展开 函数 


1 一 GecoSsYX 
1 一 29coSX+d9- 


7。 已 知 了 (xz) 是 周期 为 2r 的 可 积 函 数 。 试 用 它 的 付 立 
叶 系 数 Gn，p (=0，1，2，…) 计算 fxXZ+PR) (为 党 


数 ) 的 付 立 时 系数 Qn， pv， 
解 rr an= -f(x+h)eosnxdx 


= Pq cosnx |gl<1 |X|<+% 


肛 一 


= | 了 (t)CoS nt—h)dt 
~ 天 十 


= x(an COSNnh+ bn Sin nn) 
同样 计算 得 
r b= x(b, cosnh -asin 2) 


“Qan=GQn Cosnnht+b,sinnh 


ba=bancosnh—-arsinnh n=0, 1, 2, .0 
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附 了 


在 本 附录 里 ， 我 们 再 选 出 一 部 份 补充 例题 并 附 有 详细 的 
解答 。 不 过 我 们 希望 读者 尽 可 能 独立 地 解答 这 些 问题 ， 这 样 
可 以 得 到 更 多 的 锻炼 ， 因 而 受益 更 大 ， 

(一 ) ”数列 的 极限 

数列 的 极限 是 数学 分 析 的 重要 内 容 。 判定 数列 极限 的 存 
在 ， 寻 求 极限 值 有 种 种 方法 ， 如 应 用 单调 有 界 数 列 极限 存在 


定理 ， 柯 西 收敛 原理 等 。 而 斯 笃 兹 定理 是 处 理 和 型 和 地 型 


极限 的 重要 方法 。 下 面 的 例题 可 作为 综合 练习 的 内 容 ， 
例 1 证明 数 列 


Qi=1-Inl, a=1+ -ln2, ee, n=1+ 


+ 靳 ~Inn 的 极限 存在 


外 十 了 
证 明 ”由 于 数列 (1+ 工 ) 和 (1+ 工 )” 分 别 递增 和 地 
减 趋 于 极限 值 e， 故 有 


n+1 
(+ 六 <e<(1+ 翅 / 
取 对 数 并 和 梢 加 变形 即 得 : 
-<In(n + 1)— Inp< 二 
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令 1-=12，…，K ， 则 得 出 下 面 一 系列 不 等 式 
In 2— 1n 1<1 


In3-ln2< 也 


ln(K 1) 一 In 天 < 元 
将 上 面 不 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 ， 


1 1 
In (K+ 1) <1+ 可 二 + 二 


-1+ 工 +…+ 卫 +- - - 
因而 Ch+1= 1 林寺 六 十 基 十 下 lIn(K+ 1)> ET 
0 这 说 明 数 列 {Qs} 有 下 和 者， 


1 
K+]1 


所 以 数列 {au} 单 调 下 降 。 根 据 单调 有 界 数列 极限 存在 定理 知 
lim a 存在 ， 并 记 为 C。 即 


又 Qh 一 CQA= -In(k+1)+1lnk<0 


lim(1+ 寺 + “ + 工 - Inn ) =C 
me 2 nn 


其 中 CE ler 常数 ， 可 算出 C 洁 0.5772 

下 面 的 例 2 和 本 书 第 二 章 § 2 练习 3 类 似 。 而 例 2 与 例 
1 的 证 法 也 类 似 。 说 明 这 种 方法 有 一 定 的 普遍 性 。 

例 2 设 0<X<1， 证 明 数 列 


XR Me, 
» V2 7 7， » Y 7 7 ， 收 纹 ，。 


证 明 ”首先 易 证 0<z 加 <1/2(2= 1.2,…)》 ， 因 而 {yn} 有 
界 ， 根 据 所 给 数列 作出 一 系列 等 式 ， 


Yi= 


|S 
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将 上 面相 邻 的 两 等 式 相 加 可 得 


df28_1 一 okti = Ee 一 Yiim2) 


Ym or = Yo) 


其 中 Yo=0,K= 1,2,... 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 ， 
Yan-t > Yzpt1s Yn Yar+,, K = 1,2,... 


并 且 对 于 任意 k， 有 0<y < 二 这 就 证 明了 两 个 数列 
{yx-1} 和 {21 都 收 化， : 
设 lim Yn-1= 1 lim ys = 4,, 


右 久 是 偶数 ， 在 等 式 
如 一 of 全 ee 两 端 令 n->+ co 取 极限 可 得 
2 _ 7 了 2 
1-1= 一 
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或 (1 一 1 站 (+ 一 2)=10 
因为 0< 妨 < 志 ， 所 以 不 可 能 有 了 +1= 2， 换 句 话 说 1=71， 
再 由 等 式 


tn = 二 2 (nN—00) 
得 到 
1 完 _ 上 上 
2 2 


因为 [>0， 所 以 I= -1+wXT+T。 

例 3 设 XoXi，Xnri=Yn+yrXn li 0<Y<1， 证 明 数 
列 {xzn} 收 伍 ， 

证 和 由 X=Xi+7?7X,0 知 道 |X,| 三 all+7)， 其 中 = 
= maxt Ix , IX| 。 

再 由 Xs = X2+7??X, 知 道 
[Xs |ad+r) tar<a(ll+?7?) (1+7) 

用 数学 归纳 法 容易 证 明 

| Xn [aC + 7) CL +7) 1+ 7") 


根据 不 等 式 1+X 委 6e" (X 守 0) ， 可 以 得 出 


» 2 他 ee 这 _- 
| Xn Saer er er = Qerirt™mtr <aei=rsk( 常 数 ) 


故 数列 {Xn 有 乔 。 
因为 
> | Xn+p— Xs [S| Xntp— Xnrp-i |+| Xnrp-1— Xn+p-2 | 十 … 十 
十 | Xny! — Tn | / 


= nt-l1 | Xp | nt | Xntp_s | 十 加 + 
十 ?8 | Xrai | 
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SK orl+r+t+rT t+ +r) 


-7 
根据 柯 西 收 剑 原理 可 以 知道 数列 {xs} 收 敛 ， 
例 4 设 b=b,=1，bn+ br = bri,， 试 证 ， 


。 bw5+1l ' bn v5-1 
Lm 或 lm 


证 性 虚 等 式 


bri b+, 


bs bn,, 
容易 用 数学 归纳 法 证 明 ， 

bnbnis 一 bn$1= (一 1)"+1， 并 且 当 n>4 时 ， 有 bs 之 nn 
所 以 当 ? >>4 时 ， 有 

bnst Bo 

b, Ds) 


一 Pn ;1 一 PhD ， 
bn Di+l 


[0 Do 1 


用 柯 西 收敛 原 理 能 证 。 lim “+ 存在 , 设 其 为 1 。 


再 由 等 式 ， b+ ban = bata 可 以 求 得 1= 六 5 二、 . 


例 5 将 例 4 中 的 数列 推广 如 下 : 
廊 忆 ,0, 是 不 同时 为 零 的 数 “， k>0, [>0, 令 
bn +» 一 kDbri: 十 LPD，。 


求 lim 2n+l 


类 一 2 性 


解 ， 我 们 不 采用 上 例 的 解法 ， 而 是 利用 数列 的 递 推 关系 


六 可 以 证 明 至 少 对 充分 大 的 n，b。 关 0， 因 此 as 有 意义 
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求 出 数列 的 通 项 表达 式 。 
首先 考虑 方程 。X* 一 kx~-i=0 的 两 个 根 cy 有 


p+t+v kr+4al 8- kK— /hk:+4al 
2 2 
[a+tB=k 日 也 1] 
有 关系 ， 1 p 'Q 
\ap= -1 


由 数列 的 递 推 基 系 。bn;s = kb + bs 得 以 下 关系 : 
bn+s™ bn = (bi 一 CDpn) (1) 
或 bn+s~ pb =a(bnti ~ Bbn) 1=1 2 (2) 
反复 利用 (1) 式 或 (2〉 式 可 推 得 : 
bn+2— abn+i = Pp"*(b,— ab.) (3) 
或 bn+。- Bbnti= Qo"(b,~ bb) n=1,2," (4) 
(i) ” 当 b,- pb,=0 时 ， 有 
n+ ,1 bnt _ Kk- kit4al 
D -=h, 所 以 imp = p= 一 人 


n+ n+l 2 
《ii) ” 当 b~ pb 二 90 时， 由 (3) 或 (4) 可 得 


» 2 oti(b,— Pb) — pr!(b,— ab,) 
N+ 


a-b 


于 是 当 pn+i 关 0 时 ， 由 


bnt, a"(b,— bb) ~ pb,— ab,) 及 a <1. 
得 到 ， 
lim Cr+2 = a= ++ 


、 十 Xn 。 
例 6 设 & >1， NX> a 9 Xnti = 了 求 limxs, 
+ Hr Ot 
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解 车 limx 存在 ， 它 的 值 1 必 是 函数 了 X) = 一 


的 不 动 点 ， 且 易 算 出 i= wa 。 利用 遂 数 了 (X) 可 将 数列 Xs 
o>1, Xv a, Xri=fXs) (n=1,2,.%) 
下 面 证 明 极 限 lim x, 存在 并 同时 求 出 极限 值 ， 
由 于 了 (xz) = 0 ( 当 x -1) 于 是 了 (xz) 在 
(一 1;+ eco) 下降 且 f(vVa)=wa, f(xX)>1 
于 是 1<Xx,=f(X)<f(vVa)=v a 
Xs=fX)>f aa)= a 
1<X= 1X) < a)= a 
Xs=f Xa)>f Va)= a 


一 般 地 有 1<X< ac ， Xpi>V a (k= 1 2，…) 


2 (Qa— NX:_,) 
再 由 Xn#4! 一 Xn_1 Ey (ww) 


知 {Xssj 单 调 上 升 有 界 ，{Xos_1} 单 调 下 降 有 界 ， 因 此 {X21}， 
{Xa 都 收敛 ， 在 等 式 《* ) 两 端 取 极限 ， 得 
lim x = lim Xa- = Va; 于 是 {Xr} 收敛 于 wa 。 
例 7 任意 给 定 实数 Uo, 
仿 Qi = COSQns (n=0,1,2,."") 
证 明 : lim cn 存在 且 不 依赖 于 as 
证 证 明 方 法 类 似 例 6， 设 函数 f(xX) =%- cosX, 容 易 证 
明 f(z) 在 区 闻 [0，1] 满足 连 组 函数 的 中 间 值 定理 的 条 件 ， 
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故 存在 5E(0，1) ， 使 (5) =0 即 8&=coss 
VXE(- co +co)，37E(XE) 使 
COSX 一 COSE = 一 Sin7(X 一 三 ) 
车 XE[0，1， 则 7EG(0，f1) ， 由 于 |-Siny | 委 sinl1， 所 以 
| cosX — cosE | 委 (Sin 1)| 和 一 三 | 
有 Qi = COSQE[-1),1]， 4,= Cosa,E[0,1 
易 知 anE[0:,1] 当 n 守 2。 所 以 
| Ci ~ EI=| Cosan ~ COSE | (Sin1)| an 一 二 | 
反复 用 上 面 不 等 式 ， 得 到 
arr- El<(sin1)’ | Qi 一 所 | 
因而 得 到 


lim Qn = 


i | 


且 <= 不 依赖 于 Co， 
例 8 煞 [ 列 | ai 0: 满足 下 面 不 等 式 


Cnm+n< Cn 十 Cn 17 一 2， 


证 明 数列 


收 丝 于 下 确 界 ， 或 者 发 散 为 ~ co 

证 我 们 只 证 明 数 列 [ 各 ) 有 下 界 的 情形 ， 此 时 ， 它 有 下 
确 界 a。 所 以 ， 

Ve>0，3m>0， 使 得 <at+e。 又 对 于 一 切 n 之 mh， 


总 宵 ; n= DM+idr, Dr, Ur 是 整数 ， H OEqg< Nm, 于 是 得 
到 ， 
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Qnr 二 Xp， | 十 wo, 


Cm 十 二 Cn 十 Coa, 一 mnCPm 十 we, 


Nc 
pr 个 
于 是 ，Q2 -Pram+ Ga， DrQm Qag, 
人 2 DrmM+ Hn Pam+gqdn PnNL+ On 


_ Lm Dn wa, 
mM Pm ds nN 


由 此 得 到 下 面 不 等 式 : 


# 
a 过 (te) hr Qo, 


ger 


Drm 十 On 1 


令 N00， WN pr->+ oo, 有 qn 有 寞 ， 因而 Ce。 有 和 究 ， 故 知 


a<lim 到 和 x+e。 


村 


由 e 的 任意 性 ， 可 以 得 到 


, 
lim 一 -=C 
一 co 护 


对 于 数列 | 无 下 界 的 情形 ， 我 们 留 给 读者 去 完成 。 


例 9 设 {tcsj 是 实数 列 ， 它 满足 不 等 式 : 
0 委 0k 委 1000， 其 中 1 委 K 和 20， 了 = 1 2 


涡 


又 级 数 祖 y Qs 收敛 ， 证 明 


Hm oe 


lim nan = 0, 


HH 


Qnl000r, Nn<2n<2n, 
Qun100Gnr, N+1<2NE2N+1) 
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Con 和 10002 1, 21 一 1 委 22 委 2(27 一 二 ) 
将 上 面 不 等 式 两 边 相 加 ， 然 后 乘 2 得 到 
21C2n 三 2004Gn 十 … 十 Co2r_l) 


由 于 > an 收银 ， 故 lim 200(as+ …+ax_i)=0， 由 此 得 


Fe 0 
El lim 2NQ,n = 0, 
同样 可 知 Qn_i 小 于 或 村 于 ?2 个 数 : 1000n，…100GQ2n_i 
《272 一 1)C2n_1 友 21C | 于 200(Qn+ … 十 Ca2r_1) 一 0， 
(n>c0) 于 是 我 们 证 明了 lim nas = 0。 
例 10 设 0 过 xX) 达 1， Xnt1 = Xn(l— Xn), = le" 
证 明 ， lim NXn= 1, 


Np et 


证 容易 用 数学 归纳 法 证 明 ， Xn (0,1) n=1,2,.… ,于 
是 


0<< 字 所 = (1 xX) <1, ?一 2 
所 以 数列 {Xn} 严 格 下 降 且 有 下 界 ， 从 而 lim xs=& 存在 ， 在 
等 式 ，MXnii; = Xn(1 一 Xn) 两边 取 极限 ， 得 到 
Q=a(1—Q) 
所 以 a=0, 即 {xo} 是 无 穷 小 量 又 xo 局 0, 因 此 [ 
县， 由 斯 铎 兹 定理 ， 有 


| 是 无 穷 大 


1 
Xn 


lim niXn = lim /A 一 lim (n+1)-n 一 
Xn Xnt+l Nn 
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, 1 , ， ,Nn 
_lim— = Jim -lim- 1 - lim 一 一 
™ Np Wn Nntl Epo a 三 Oo Tn Ho om Tn 

Cndlnt+l XnVnti Nntl 


=]im(1— Xn) = 1, 


注 ， 上 面 例题 如 果 写 成 lim 他"， 然 后 用 二 型 的 斯 铎 兹 


1 
定理 解 很 难 求 出 极限 ， 
(二) 一 致 连续 和 一 致 收敛 。 
函数 的 一 致 连续 和 级 数 的 一 致 收敛 是 重要 的 概念 ， 本 节 
的 例题 只 是 用 这 两 个 概念 对 于 极限 概念 中 &-0 方法 给 出 一 些 
训练 。 
例 1 若 了 在 (=- eco,+ce) 上 一 致 连续 ， 则 存在 常数 
A,B>0, 使 得 
| fx ZAIxI+B 
证 对 于 s=1，36>0，VYx/',XE(- co，+co) ， 当 
[1X =x? CO 时 ,| fax)-TXIEC1I。、 任 取 XE(- co， 
+ ce) 将 [0,X] 或 [x,0] nn 等 分 分 点 为 zi-i= 一 工 x， 
(= 1 2 十 1) 其 中 X。,= 90， Xn=w, 使 得 : 
[xl lx) > 
7 1 一 1 
即将 [0，z] 所 分 的 每 个 子 区 间 长 [世上 小 于 6， 但 /< >6, 
即 (n~ 1)6<|x|<nd 
则 
加 _A1 一 1 1 一 ] 
| f (x) -了 (0) | 了) fx +| flx)- 
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-人 -人 


<1+1+…+1=m<LCL+1 


所 以 | f(x)| < 14+| fF(0) \ = 9(x) 
1 y= f(x) 
取 A= 二 ，B=|f(0)| +1 一 


于 是 |f(x)| <Alxl|+B. /上 
我 们 知道 在 (- co, + ce) 上 \/ \/ Vv 


一 致 连续 的 函数 J(X) 不 一 是 有 


分 ， 但 本 题 说 明 这 样 的 了 (X) 必 y= ~ v(x) 
定 受 条 个 “一 次 沙 数 ”gq(X) = 
|x1+B 控 制 ( 如 图 1) 。 Rl 


kt 当 XE~ NN, 
例 2 设 Un(X)= 1X， 当 一 nn<X< 之 nn， 
nN, 当 X 宇 1 
其 中 了 = 1 2 3 而 fx) 是 〈《- coy+ co) 上 的 实 值 函 
数 ， 如 果 对 每 个 7 函数 gn(X) = Un(f(x)) 都 是 连续 函数 ， 
试 证 f(x) 在 《~ co,+ co) 上 连续 。 
“证 设 Xo 是 (~ oo,+ coo》 内 任 一 点 。 取 充分 大 的 正 整 
数 n， 使 一 n< 之 f(xX,)< 二 n， 于 是 
Un(f(X0o))=J(Xo) 因而 一 %<ur(f(X0)) < 之 n 
由 于 Un(f(X)〉》 和 在 YX, 连续 ， 所 以 存在 6 过 0， 
使 当 | xX- x。 |<6 时 ， 
-NR<Un(f Xn 
因此 当 |X-Xo | 过 6 时，Us(f(X))= 了 (xX)。 而 Un(f(X)) 在 
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色 =%o 连 续 ， 故 f(Z) 在 和 =7o 连 续 ， 而 Xo 是 〈- 05,+ 00) 
由 任意 一 点 ， 所 以 fxX) 在 〈- ce,+ oo) 连续 。 

前 面 第 四 章 提 到 函数 f(xY) 在 开 区 间 〈&,D) 内 一 致 连 
续 的 充 要 条 件 是 了 在 《4,b) 内 连续 ， 且 im f(x) 与 


limf(x) 都 存在 ”我 们 补 证 如 下 ， 


证 ; (必要 性 ) ”由 于 了 在 (4,D) 内 一 致 连续 ，VYe>>0， 
Ij30>>0，VYX’，X/E(GQ,b0) ， 只 要 |X' -2X7 |<6， 就 有 
1fX ) -27) |<<e 成 立 。 因 此 ，Y X’，X*E(Q,b) 只 要 
0<Xx’ -~-Q<6， 且 0<X7 -0<6 就 有 jx -XY |<6， 从 而 有 

| f(X’) 一 XI < 
成 立 。 根 据 柯 西 收敛 原理 ， lim 了 x) 存在。 同样 可 证 


lim 了 (x) 存在. 
(充分 性 ) 作 辅 助 函数 


f lim f(xX), X=a, 
XxX>at 


F(xX)= 1 f(xX) ,GQ<X<b, 
| lim f(xX), X=b, 
(pb- 


则 FX) 在 [4,5b」 上 连续 因此 一 致 连续 ,于 是 F(X) 在 (4,b) 
内 一 致 连续 ， 也 就 是 f(X) 在 (4,b) 内 一 致 连续 ， 

对 于 无 穷 区 间 这 个 条 件 不 是 必要 的 ， 例 如 Sinx 在 
《- cp，+ 00) 内 一 致 连续 ， 但 是 lim sin x 都 不 存 在 。 关 
于 定理 充分 性 的 证 明 留 给 读者 。 “ 

例 3 设 了 是 定义 在 有 界 实数 集 巨 土 的 实 函 数 ， 且 对 EE 
中 任 一 柯 西 数列 {Xs}，{f(Xr)} 也 是 柯 西数 列 。 试 证 ， 了 在 EE 
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上 一 臻 连续， 
证 ”我 们 采用 反 证 法 ， 假 这 于 在 卫 上 不 一 致 连续 ， 则 
3 euo>>0，YV 6 汪 0，3 X'，X”EE,， 满足 12 -xy |<o， 但 


| fx’) -了 CX?) 之 eo。。 对 于 6 = 一 Ij X;，X'EE， 满 足 


bg < 一 时 ， 有 | 于 (X;) -了 (xX,')| 之 eo。。 因 为 数列 {XX,} 


有 和 人 务 ， 故 有 收敛 子 列 ,不 妨 设 {Xs) 为 收敛 子 列 ， 其 极限 为 4、 
现 作 数 列 {Xr} 如 下 ; / 
bp Ee Ee ET ,de ATT 
因为 X:>Q， 及 一 Xr ->0， 改 Xr 一 QQ， 所 以 {Xj 收敛 于 &， 
故 为 柯 西 列 ， 而 {于 (Xs)} 不 是 柯 西 列 ， 这 一 矛盾 说 明了 在 上 上 
土 一 致 连续 。 
例 4 设 fxX) 是 闭 区 间 [- Ca] (>0) 上 连续 函数 ， 
且 满 足 不 等 式 | 了 (X)| <| 人 Xj， 当 X 二 0。 如 下 定义 函数 列 
{faCX)}: fi RX) = FX), Fax) = 了 CF XR so frr (XK) = 
= 了 (fn(X)),… 证 明 ，{fn(X)} 在 [一 Q,4] 上 一 致 收敛 于 零 ， 
证 由 于 |f(X)| 过 1xX|>0 ( 当 X 一 0 时 ) 
及 了 的 连续 性 知 了 (0) = lim f(x)=0 


因此 对 于 一 切 X%E[-awy,c]， 有 


| (zz |x | 


而 -<1 当 xE[-a,al 且 x 


ve>0, i 在 [~ a, - 6] 及 Fe,a] 上 连续 ， 因 而 
可 以 达到 最 大 值 K<1， 所 以 
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1 fx)| Ix lka XEL[-Q,~elUL[e,a) 
又 if(X)| IxX|<e, 当 XEL- ,ee 
所 以 上 站 (2) |=| F(X)| max(ka,e), XEL-a,0] 
当 XEL-Q,Q4] 时 ,| f(X)| 和 |% | 委 Q 。 
所 以 当 (Xx) EL- e,e] 时 ， 

| fx) |= 1 ff (xX))| < (xx) | 委 e。 
当 jxX)EL-A4,—-eljUy[e,alH 

| fCX) |=| fF (F(X)) Ik fCX) |<kmax{ka,e)} 

= max{ka, Ke} 
<max{ka,e} 

故 当 XE[-Qa,Q] 时 ， 有 | f,(X) | 万 max{k’a,e} 
” ”用 数学 归纳 法 容易 证 明 ， 

| fa(X) |max{krag,e}, XEL- a0), n=1,2, 
因为 0<kK<1， 所 以 Ye 之 0，3N>>0， 当 nN 时 ，k*a<e 
所 以 当 9 > 让 时，| fn(X) | 过 max{kKr*a, 2} 二 ee， 对 一 切 
XEL[ 一 Q,Q] 成立， 这样 就 证 明了 当 n->%0 时 ， fn(X) 在 
L-&Q,Q1 上 一 致 收敛 于 等 ，。 

(三 ) 微分 学 

微分 学 理论 中 关于 函数 及 导 函 数 的 零点 、 极 限 性 质 及 佑 
值 等 问题 的 论证 中 ， 多 数 要 用 到 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 、 
达 布 定理 和 人 台 天 公式 ， 为 了 应 用 上 述 定理 解决 一 些 问题 ， 我 
们 将 举 上 面 提出 的 几 方 面 例题 ， 

例 1 设 fECLta,b]， ff’ 在 《a,b) 存在 ， 旦 f(a) = 了 了 (D) 
则 存在 常数 4 和 c，cE (a,b)， 使 得 f'(c)= hf(c) ， 

证 今 F(X)=g(x)f(X)，XxELa,b]， 其 中 g(x) 是 待 
定 的 可 做 函数 ， 且 9g(4) = g (5)， 
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容易 证 明 : 五 (X) 在 [a,5b] 内 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ， 因 此 

JcE€ (4Q,b)， 使 得 F'(c)=0, 了 即 g(c)f’(c)= -g’(c)f(o),， 

(C) = g(b) 

令 g(e) = - 1， 因为 满足 条 件 9) ， 的 可 向 函数 是 
在 的 ， 故 存在 4= 9 (c)， 使 得 了 (c) = 好 (c)， 

” 例 2 设 了 在 〈-co,+ co) 上 二 阶 可 微 ， 太 >>0， 且 
lim f(x)=a>0，lim f(x)=B<0， 且 存在 XX。， 使 
(xzo)<0， 则 了 在 《〈- coy + co) 有 且 仅 有 二 个 零点 。 

证 由 已 知 条 件 lim f’ (xX)=a>0 
> IE>Xxo, vx>E, 有 f(xX)>0. 
之 VX> 了 上 ， 了 严格 上 升 。 
绸 由 已 知 条 件 斤 之 0 
字 了 在 〈-eov+co) 是 可 微 凸 函数 。 
> YX>Q， 有 f(z) >fa) +f (0) (x-a), 
了 到 X%>>Q>， 因 为 了 人 (a)>>0， 所 以 了 3b>Q， 使 得 
了 (D>>F(a)+f (A) (b-a)>0 
义 (Wo) 之 0 由 连续 函数 中 间 值 定理 知 32 GE (XoyD) 
使 了 (Xi) =0 
同 理 和 存在 X,€ (- coy,Xo)， 使 (Xx,)=0 . 
用 反 证 法 及 罗 尔 定理 易 证 只 有 这 两 个 根 ， 
例 3 设 j 在 (4,+c) 上 二 阶 可 导 ， 且 lim f(x)=0 
X>at : 
lim f(X)=0 则 376E (Q, 十 oo0) 使 17(n)=0 
证 。〔 用 反 证 法 ) 
者 VXE (+co) ，f* (Xx) 二 0， 则 由 达 布 定理 可 知 办 
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必 保 持 同 号 。 不 仿 设 太 (z)>0， (<X<+co) ， 
于 是 了 在 (4a,+ coo) 上 严格 上 升 .再 由 条 件 lim 了 (x) =0 
Xa+t 
lim f(x) =0 及 推广 的 罗 尔 定理 * 知 ， 和 存在 Xa 
使 了 (xz =0 取 定 EE€ (xi,+ co)， 则 有 (8) 之 f' (XD) =0 
因此 当 X%>>5E，f(z)>f(GE) +f (5 (xX-8) ， 于是， 有 
lim f(x)=+oo 与 已 知 条 件 了 矛盾 ， 因 屁 必 了 76E (Qa, + co) 
使 f* (7) = 0。 
例 4 设 f 在 [a,b] 连 续 , 且 | 了 (x) dx = | xf(x)dx=0， 
则 至 少 存 在 两 点 Xi;，X,E€ (a,b) ， 使 得 了 (xX)) = f(xX,) = 0。 
证 不 妨 设 fx0, 已 知 f 在 [a，b] 连 续 且 | f(x) dx=0 
之 ff 在 [4,b] 上 必 变 号 ， 故 存在 xX,E (4,b) 使 f(x,) = 0， 
假 坟 x| 是 了 的 唯一 零点 ， 则 (x 一 Xx)f(X) 在 [4,b] 有 确 
定 的 符 与 


b 
-> | Ge- zd)f (x) dro, 但 是 1, -xpofcodx= 


| xf 0dr -x .fax=0. 导出 的 矛盾 说 明了 在 
[a,bj] 内 至 少 有 两 个 零点 。 

例 5 若 f' 在 [0，+c0) 上 存在 ，lim f(x)=A44， 
lim 也 (X)=B, 则 B=0 


( 米 ) 推 三 的 多 不 定理 ， 设 了 是 区 间 工 上 的 可 微 函数 ， 若 了 在 了 
的 两 个 端点 处 和 存在 相等 的 单 侧 极 限 ， 则 必 存 在 一 点 7E 工 ， 使 尹 (7) 
= 人 0 . 
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证 假若 BF0， 不妨 设 B>0， 
由 lim f7 (x) = B> >0> E>0, vx>E, f’ (x)> 


> 二， vix>b, 有 f(xX) — f(E) = (£) (x - 玉 ) > 三 (x -EE), 


即 f(xX)>f(E) + (C-E)>lim f(xX) = + co。 这 个 结 采 


x 一 中 地 


与 已 知 条 件 了 矛盾 。 因 而 也 = 0. 
例 6 设 f 在 [a,+ ceo) 连续 ,ff 在 (ay +co) 存在 且 
lim 了 (xY) = +co， 则 了 在 [oa, + co) 不一致 连续 ， 


证 Y6>0， 取 -一 5， 即 n> 二 ， 对 于 这 样 的 nl， 
nn 0 


32Xn 之 ?1，YX>>Xn 有 站 (xX) > 取 X =n，X”=N+ -二 ,有 
1 yt <_l. 日 县 /:)— ”) |=| ff -1 
|x’ -xr”| 一 一 <6， 但 是 |f(x") fx") = 人 | = 


>>v 这 ， 所 以 f 在 [a, + ce) 上 不 一 致 连续 ， 

我 们 知道 ， 了 的 导 函 数 不 一 定 连续 ， 现 在 介绍 一 个 
导 国 数 了 类 似 连续 国 数 的 极限 性 质 。 

例 7 设 了 在 区 间 工 上 可 微 ，xoE 1 , 则 存在 数列 {Zo}。 
Xn->Xo， 使 得 lim fx = 后 (Xo) 


证 YX >>Xo，3xzicE (Xo,X")， 使 得 
f(xX") f (Xo) 

X 一 次 
对 于 X%,>Xo，3xycE (Xo,X1) ， 使 得 


(KX) — f (Xo) ff/ 
上 2 RT 区 ff” (X;) 


Yi 


一 站 《X1 ， 
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对 于 车 > xo， XE (Xo, 使 


fe) -fe 


i 
Xt+ Xo = f° (Xs) 
nn) 


0 


| 


依 此 关 推 得 到 
Xn+ Xo -- Mn 十 网 
对 于 加 二 > xzo，3xzottG (oa 二 ae)， 使 


f(S 和 (Xo) 


=f/ (Xn+1) 


因为 XX < 十 Xo 


2 
2 


2 


Xo< < 一 本 一 一 一 -一 所 


2 27” ” 


Xo< anyi 
讽 tn= ~ , 当 Xn-? Xo 时 ， tn—>X, 《人 一 Co) 


f(t,) 一 f (XX,) 


vo lim 一 limf’ (Xn+1) 
天 一 0 中 一 0 i 
因而 得 到 ， 


lim 了 (ta) =f (Xo), 
例 9 设 f 在 [0, 1] 二 阶 可 导 ，f(0)=f(1)=0， 
e900 


min {f(x)}= ~]， 试 证 ， 存在 EE 0,1) ， 使 17 (6) 二 8。 


FEL0.1 

证 根据 已 知 条 件 了 必 站 0O0;1) 内 一 点 Xo 取得 最小 
值 ， 即 了 (2xo) = -1 当然 2 也 是 极 小 值 ， 所 以 了 xzo =0。 
于 是 


f 0) = 于 (Xo) 二 (Xo) (0 — Xo)+ tl 一 
5 GE (0,X0) 
f(1) = 了 CX0) + f’ Xo) (1 ~ Xo) + fe — Xo) ’, 


£,€ (Xo, 1) 

又 了 0)=T=0， f’ (Xx) = 0, 
所 以 

X0f1 _ 加 1 _2 

一 (&1) 一 一 (0) 一 1 (8, ) 一 

2 Xo 

(~ Xo) py — 1 加 2 

2 f7 (5,) = ~ f(X0) = 11 (6) = Cx 


在 Xu 与 《1 XX,) 之 间 至 少 有 一 个 之 必 -， 不 妨 设 xu， 
于 是 加 (GD) = 二 <8。 


(四 ) 积分 
(1) 积分 估 值 与 不 等 式 ， z 
对 于 积分 进行 估 值 和 证明 茶 些 不 等 式 ， 经 常用 到 积分 中 
值 定理 、 积 分 换 元 法 、 分 部 积分 法 ， 或 者 将 积分 化 为 二 重 积 
分 的 方法 化 为 离散 量 的 方法 ;应 用 台 芝 公式 等 方法 ， 我 们 
将 上 述 几 种 方法 举例 介绍 于 下 
例 1 (]) 若 玉 C(x) € Crasb] 且 了 f(a) =0， 则 
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.fear| 大- 包 5 全 -maxt If (x) 


(2 ) co E Cra, b], 8 f(a) = 106)=0, 则 
b (b -a)’ 
| fcc)aa| < 本 mnaX《 lf” (x)|) 


(3) 若 f*"(xX)EC[a, bj， 且 |f*"(x)| 志 MM， 
f(a)=f™b)=0 K=0, 1， "sy 2 了 一， 咱 


， __(m)M 2n+1 
faa| ny (2N+ 1 TEA 


证 (1) 因为 | (X) (bX dX-= | @ -xddfex)) 
= (b— XxX) f(x) | + | .fwdx= | fer)ax 
于 是 | fc)ax = 了 (6 6x)da 


2 
< maxt (zl } 


用 类 似 方法 可 以 证 明 (2) 和 (3) ,证明 留 给 读者 ， 
例 2 设 f(x)ECras 四 ,f(a)=0， 则 


[far< = | .cf (x) 1dx- 
-| rf (XxX -a)dx 
证 因为 f(X) = | (X)dX, XE La, 01 
所 以 = || Dat| < (rf 0) ax| 1 dt 
= Ce -a)|f (£) Jdt, xE La, b] 


202 


<(x-o| [Cf (t) 1adt 
对 于 上 面 个 等 式 两 端 积分 ， 得 到 
| f*(x)dx<| {x- ol 站 (Jsdtjax 
= | .az| cx- LF (dt 
- lat) cx -oCf’ (的 ]2dx 
= 人 | Lf’ (x)Jrdx -2 [六 (Xx)Y(X -a)dx 
例 3 设 fx)EC2La， 的 ， 则 3E (la, 是 ) ,使 得 
| fwdx= (0- of (Lre) + lb- a)f’() 
证 由 台 基 公式 : 
f(X) = F(X0) + f’ (CX) CX— Xo) + 


r (02) (x wo)’ 


tn) 
于 是 | frax= f(xX,) (Db-a)+ Cb xo) 


~- (a ~— XX.)]+ A ) (XxX -Xdx 
= xD) (ba) + Xe) (pa) (a+b 2x) 
t+) [bx (a -xn 


(a<E<b) 
令 X= 2 代入 上 式 即 可 得 证 
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例 4 设 f(x) = | ”sin Pdt， 求 证 ，Yz>0， 
1 
证 将 积分 fx) = |”sin tidt 作 变量 瞧 换 。 t= Wi 


于 是 


所 i ir2 十 


_CoS COS(CX 十 1) 


CT 


2 2(X 十 1]) 
1 (xz 二 TD 


Er 


和 x 


COS udau 


3 


17 

1 1 | 1 

之 |i(X) < 一 + ~- Uw 2 
] | < ?w+ 1) 1 Wi CX 


-i 
丰 】. 
上 上面 四 个 例题 的 证 明 过 程 主 要 用 换 元 法 、 分 部 积分 法 、 
积分 中 值 定 理 和 人 台 劳 公式 每， 虽然 证 明 很 简 早 ， 侣 是 已 以 得 
到 重要 的 结论 ， 下 面 例题 是 利用 定 积分 定义 将 积分 不 等 式 化 
为 离散 量 的 不 等 式 ， 再 通过 求 极 外 得 到 要 证 的 积分 不 等 式 . 
例 5 设 太 人 () 关 0，YG(-co，+co)，g()EC[ayD]， 
则 有 : 
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二 | fg )dt> 也 工 | 9 (bat ) 
证 法 1 根据 定 积分 定义 


工 | fg(b)dt= lim1 Te( 2 & )) (1) 


让 gw Him oY) 2 
在 (1) 和 (2) 申 设 X%=g(32)，gqs= 超 ,Kk=1， 2 
因为 了 是 凸 函数 ， 由 金松 〈Jenson) 不 等 式 ; 

1(> qt) < Dg en), 其中 qr= 1 qi>0. 

得 到 下 面 不 等 式 ; 


CE 


因为 在 (~ co，+ co) 上 过 续 ， 将 上 不 等 式 取 极 限 即 可 得 
证 . 
证 法 2 记 斥 = 十 g(t)dt， 因 为 了 是 可 微 是 函数 ， 所 


以 把 2) >f (0A) +f (4)(X -4) (1) 
将 区 = g(t 代入 (1) 式 ， 积 分 即 可 得 证 。 
用 同样 方法 可 以 利用 不 等 式 


1 Ql+Q,++a 
一 -一 委 AM_ 000 EO 
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<exp | p- | .Infcoax|< ps | fcoax 
| 
其 中 fE€ REa, 01, 且 f(X)>C>0. 

利用 二 重 积 分 证 明 积 分 不 等 式 也 是 一 种 方法 ， 例 如 考虑 
二 重 积分 : 

||rf go) -f(g9(x) dxdy,D= [a,b] x Cc, dj, 
可 以 证 明 柯 西 不 等 式 ， 

| f(X)g(X)QX | <[| fax | g*(x)dx|. 

例 6 设 jECta，b]， ff 在 La， 唱 外 等 于 零 ， 
p(x) = 直 |” f(at， 其 中 hh>0， 则 有 


| px) dx<| fx)| dx., 
证 令 U=t--X， 得 
| lf (| dt = | fu+ xX)| du 
|f(w+X)| 作为 w，X 的 二 元 函数 是 连续 的 。 
(eraoldz)az= (lr dr)au 
又 令 0=2U+X， 则 
| fut x)! dx = | fv)| dv<| fw) dv 

于 是 


| loldz= | |B) fa ax 


56 


< (人 (| dt )dx 


WO e+ al du)a 


h 


| (| |f Cw plan 
<; | (| fw dv )du 
= | foldv。 


这 就 是 所 要 证 的 不 等 式 . 


例 7 设 函 数 半 (xX) 在 [0， 菇 内 连续 可 微 ， 证 明 ， 对 于 
YXE [0， 世 有 


了 | 
2h, 

1 
2h 

< 
h, 


fx) <| CFD + blydt 


证 | fl at = 1f6)| >min lf (0)| = Jf (a)l, 
aE€L0, 1 YXE [0， 1 


fe)| = ja) + 地 CD 
< ol +| 了 (bd 


1 
<| fC! + Ff’ Ct)| 3dt. 
例 8 设 f(X) 在 (~ co，+co) 上 连续 可 微 ， 且 
esup, le 一 了 CX) <+ | 
求证 ， sup lxe-* f(x)| < + oo。 
证 要 证 xe-*f(X) 在 (-co，+co) 上 有 界 ， 因 为 


267 


在 《- co，+ ceo) 连续 ， 所 以 只 要 证 明 lim Xe = f(x) 行 


在 即 司 ， 由 已 知 条 件 知 道 ，3M>0， 使 le-* f(x)| 委 M 
当 XE (~ co， 十 co ) 有 


If’ Cx)| = Mer 
和 了 x) = 了 (0) + | 了 (dt 得 到 


If C0)| < FC) + 下 fr lat 


ee < I lxl es + M lxl es* || "ergu 
i, 0 | 
< |f0)| xl e-s + M ix le-s* | “er:do 

| 


= $Y). 
v| ed 


因为 lim ze-， | ex“ du = lim 


Y= Li 十 Ce 


? v 3? U 
Uy ee) 
ve +|e 2 | eu du 
一 二 lim > 


Yt 2 vev” Vv- 十 om 2 yev? 
并 且 lim jf (0)| |x| e-* = 0， 
“。 limg (xX) 存在 ， 所 以 9(X) 在 (co，+ co) 上 有 界 ， 


so Xe-z f(X) 在 〈- co， + co) 上 有 界 ， 


例 4 设 函 数 fxY) 在 [Ca， 轨 上 连续 ， 在 任意 区 间 [cy 6 
CL4，b 上 有 不等式; 


| ooaz| <M 18 -al 1 CM，6 是 正常 数 ) 
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试 证 ， 在 [a,b] 上 f(x) 圭 0， 
证 ” 任 取 XE (a,，0) 及 E46->0 使 Xo+ 2 之 b， 于 是 


|f (Xo t+ 95)| e Th 二 dx << Merts 


“fx thi! Mea-r0 (Kk->00), (0<n<es) 
lim J (Xo + 7) 一 0 。 


又 Xo+ nh">Xo， 根 据 于 的 连续 性 知 (X06) = 0， 
“。 jxX) 在 (a，b0) 上 信 为 零 。 再 根据 了 的 连续 性 知 了 (X) 在 
La，bj 上 但 为 零 ， 

(2) ”积分 的 极限 人 性质 

研究 积分 的 极限 性 质 常用 的 方法 有 : (1) 用 阶梯 函数 
逼近 的 方法 ， (2) 小 区 间 法 ， (3) e-6 方 法 ， (4) 利用 
黎 曼 引 理 的 方法 ， 

例 1 设 寺 在 任何 区 间 [0， 有 ] 上 可 积 ， 且 
lim f(x) = 出 


lim | f(tydt=1. 
x 


证 由 已 知 条 件 ，lim f(xX) = 总 可知 
Ve>0, 3E>0, vxX 之 E, 有 |f(Xx) -il<e, vx 之 E 有 
1 (* 
Esat-d = | -Dal < 


E 
< 工 | f(t) ~ Tt 了 f(t) idt 


~ ~ x 


取 xz 过 也， 使 得 邓 ( 十 一。， 即 得 证 ， 
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] E 
其 中 M(E) = | fldt. 
我 们 采用 “小 区 间 法 ”和 阶梯 各 近 法 证明 下 面 例题 。 
例 2 设 fERLa，b]， 证 明 ; lim| f(x) sin nx| dx = 


ws 2 | d 
$f eax. 


证 法 1 用 “小 区 间 法 ”证 明 ， 
为 书写 向 明令 Q=0，D=2r。 


位 一 


| fw) Sin nx| dx = >)| | (Xx) lsin nx| dx = 


kl (hi1) 
hi 


= > fhkn |, | 了 sin 2X| dx 
DT 


Ck = 


=- sinrade De+ natiadt 


27 


- Df, ein ntl dt = yj 4 


| 


= 2z- Ca An 


hl 


2 2 z 
7 | f dx (17.-> Co ) 


其 中 Min= sup {f(xX)} 宇 fw 宇 mrn = inf(f(x)》。 


TEATR 


证 法 2 ”采用 “阶梯 逼近 法 ” 
(1) 当 f(X%)=1 时 
270 


IEATh 


将 数 轴 分 成 形 如 | 字 ， 外 | 的 小 区 间 (K=0,， 土 1， 


woo 3 (k, 一 Dx Kx kx (Kk,+ 1)x 
) 设 aE| ; | i 


， 则 


= b 
6 了 - 
|. Sin 4x| dx = | lsin Ax| dx + 1， 。 lsin 4xl dx + 


如 


+ >, | sin Ax| dx 
k =k” 姑 
a b 
A 
容易 证 明 ， lim | Isin AXx| dx = lim| Isin Nd = 0, 
n+" a < 
Co C+D 
又 知道 | sin Ax| dx = sin hxzdx| = -和 
于 是 得 到 
。 hp -1 ta (Kk) 
人 > | Sin Ax| dx = 人 
k=k 
k, — k,—Kk, 2x 
< < 一 
又 因为 一 一 Kk ep, (US ee 
K,—k bb-ack-k ,2 
A xr A . 3 
所 以 lim <:(2 一 ~ k,(A) _b-a 
b+% 
lim | Sin 42X| 22- 四) 和 |. 1edx 
4 十 op 并 


(ii) 当 了 (Xx) 是 阶梯 函数 时 , 设 /在 每 个 区 则 [mo 
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上 为 常数 ct， 而 | 
| fx) lsin Ax| dx = 5S ci| / sin Ax] dw 


;二 1 Tit 


一 5S ci (Xi 一 — NXi-!) = 一 2 5 CiAN\Xi = 一 2 | f(x) dx 


joe 1 


(ii) 当 了 (x) ERIa，b] 时 ，Ye>0， 存 在 阶梯 函数 
gi (XxX) 和 gx): g(xX) EfX) Eg,X) (1) 
使 得 , 
<|. [gs (X) ~ gi1(X) drx<e (2) 
由 不等式 (1)，、 可 得 到 积分 不 等 式 ; 


|9g (X) lsin 4X| dx<| f(x) lsin Ax| dx 


<|'g, (xX) lsin Ax| dx 


设 刀 = 二 | gi (xX) dx, Ws = 一 | gs» (X) ax, -二 | 。 fx)adx 


本 


2 (4) = |.9 (x) lsin Ax| dx, v.04) = AE sin Axdx, 


VY(A) = | f(x) Sin Ax| ax. 
由 lim V1) = 2 及 lim v,(4) = 如， 可 知 


Ye>0，34,>0，V4>4， 有 2(4) > 一刀 
V,(1) <U, + e, 
即 4 -eV NM) AVON) < VC Lute 


且 0<W-u <E es, UU, 
274 


公 一 DA <2e 
即 te >>0, 34,>0, yA>>， 本 使 


1 sin Ax| dx - 2 | (wdx| <2e. 


tim| fo)pin ixldx = 2) f(adx. 

例 3 设 函 数 了 (2) 在 区 间 [0，+ co) 上 不 减 ， 对 于 任何 
于 >0，f(X) 在 [0，TI 上 可 积 ， 有 im 二 | fdt=c, 
证 明 ， 
lim f(xX)=c 


T= 二 


证 对 于 任何 >0， 由 了 的 单调 性 可 知 ， 


3, 
2| fdt<fx) <2| f Dat | 


所 以 2| fdt= 全 | you "rdt| 


= 了 | 过 人 TD] - 2| 4 WE 


3C-2C=C ( 汝 YX 一 +oco) 
同样 可 以 证 得 
2 | 了 (fdt-c ( 当 %-> + co) 


lim f (X) 二 


(五 ) 多 元 函数 ， 多 元 函数 的 极限 、 微 分 、 积 分 等 问题 
较 一 元 函数 复杂 得 多 ， 我 们 只 举 几 个 例 题 说 明 这 方面 的 问 
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题 。 例 如 二 元 水 数 求 极限 时 ， 关 十 符 定 型 的 确定 方法 较为 内 
难 ， 没 有 类 似 一 元 函数 待定 型 的 洛 必 达 法 则 可 用 ， 但 经 常 归 
纳 为 二 次 极限 ， 
例 1 设 f(X，Yy) 是 区 域 也 ， 罗 过 1， 全 和 1 上 的 有 
务 8 之 1) 次 齐 次 冰 数 ， 问 极限 
lim{f (x, ) + (~ lj)ev} 存在 罕 ? 


7 一 分 


解 ” 由 放 数 的 连续 性 ， 可 知 当 Xx-> 了 0，y 了 0 时 (X ~ Dey 


-~ 一] 


令 2%=7ecosb 
lim f(x, y) = lim f(r cos 0, 7 sin 0) ，Y0. 
了 -~ 导 
而 |frcos0，7rsinb)l < Irtf(cos 9, sin 有 <r*M-»0 
(7r—>0) 
“ lim {jf (x, y+ (Te 小 = 一 1 
| 
、 . Sin(X’ + Y:) 
例 2 计算 oe 和 十 于 
解 这 是 一 个 得 定型 ， 因为 
Sin(x ty)~X + (XX->0, Yy—0) 
Lim Sin(X +Y) _ im* + 
0 xX+y ox ty 


Wy X ty = 《和 “十 1 *) 《万 十 y) ~ XYy: ~ XYy 


XX XYU(X+ yy) 

ri - + -于 法 

z 二 2 
x+ lL | 
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<( xl + ly) (1 + 
= (lx| + I) 


“Ye>0, 36= 二 ， 当 |x| <6， 吉 < 时 ， 但 (X， 芒 准 
(0，0)， 不 等 式 


X 二 入 

成 立 。 

所 以 i 
或 者 作 变 换 光 X=? cos 0,，y=? sin 98， 则 

区 + 

和 十 入 

因为 6 变动 而 7->0 相当 于 〈%, 纷 头 (0,0) 时 (zy，2)->(0,0)。 
例 3 设 1x， 功 是 区 域 GS 玉 上 的 可 微 函 数 ， 且 


of xX, HD) _ fx, 
dX 0 XD EO, 求证 ; 当 (X,9) EG 


时 ，f(X，y) 和 恒 为 常数 ， 

证 由 于 区 域 G 是 连通 的 开 集 ， 所 以 对 于 任意 两 点 
A(X1， 讨 )，B (xnsyn) EGG， 存 在 一 条 由 台中 的 点 ， 4= 
册 (2 ， 切 )，M:XZ，1)，…，Mae(xzn，tn) = B 连接 而 成 
的 折线 。 

我 们 只 要 证 明 f(xX)，y.) = 有 (X,，y;) = "=f (Xr, Yr) 
对 于 每 个 MXi, 8) MX Yiri)s i=1, 2, 
人 一 了 


= jr(coss0 + Sinsg)| 委 27->0 (r->»0) 
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X = 二 (Xi 一 0) 
Y= Yt (Vir — YN 
显然 当 =0 时 ，(XY，2) = (Xi;,， YD) 
=1 时 ，(XZY，2) = (10 Yir) 
则 涵 数 Pt = 二 it (it -yD 了 DD) 在 L0,1j] 
内 可 微 。 
利用 一 元 函数 的 微分 中 值 定理 ，36 € (0，1) 使 得 
Pp(1) -Pp0) =9 (6) 
f Xirls Yiti) ~ fCX;, Yi) 


= (Xiri — Xi) SR iss Hes We Hi ~ yO) ， 

+ (iti — yt Kit LOLs Wet Wins Yi8) 
oy 

= 0, 


所 以 (Xi at) =fXi, = 1, 2,.,n—1) 

例 4” 求 函数 入 = X'+ + 2z:， 在 XYyZ= 1 下 的 极 值 。 这 
极 值 是 极 大 还 是 极 小 ?为 什么 ? 
和 解 求 可 颖 极 值 点 ， 为 此 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 

邻 =XL+ 信 +2 人 -42 一 1) 


由 方程 组 ; 


的 前 三 个 方程 解 得 ，X4 = 锡 = 2:， 由 此 求 出 可 疑 极 值 点 是 ， 
M,= (1，1，1)， M,= (1, -1, -1) 
M,=(-1, -1, 1), M,=(-1, 1, -1 

有 wdAM) = wwM,) = uM,) <= WV,) = 3. 

当 XYyZ= 1 时; 


WX ZXYZ) T= 3 
“MG=1，2，3，4) 企 是 极 小 值 点， 且 极 小 值 等 于 3， 
例 5 求 出 边 攻 为 &，D，c， 和 的 四 边 形 的 最 大 面积 〈 个 
必 验 证 其 最 大 面积 ) 。 
解 ” 如 图 2, 求 面 积 SCx， WD = Fad sin x+ bc slny 


在 约束 条 件 : 
a’:+d’*-2adcosx= 
b*+c’*~—2bccosy 
之 下 的 条 件 极 值 点 . 
令 WX, =2ad sinx+ 
2bc sin y+ ALa: + d*—b°— 
~ C+ 2bc cos y ~ 2ad cos XJ 


由 方程 组 : 
(Su = 2ad cos x + 2adA sin x=0 / 人 
| $= 2bc Cos Y ~ 2bcA sin y=0 (2) 
(24d? -2ad cos X=b:+c:- 2bc cosy (3) 
确定 可 疑 极 值 点 。 


由 名 式 得 到 ; ctgx= -4 : 
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STX=— 
teo 1+A? 
.1 
lt+A’ 
4 
1+t+A? 
由 此 可 得 ，X+yYy=xX， 代 入 @ 式 可 得 ， 

A pi 
= b+ Cc! 2bc—— 
vl1t+A 1+A 

， 2 (bi?+c:—a:—d’)? 
4(ad +bc)*—- (+c a’—d’)’ 


;3 2(adt+ be) 
于 是 YI+A4 wdACad+bc):— (+c:-a:—d’)’ 


由 多 式 得 到 : [ siny = 


t COSY = 


Qa*+d*+2ad 


、 . 1 

1 SI NX, = 一 一 一 一 一 一 一 

~ vitA 

1 

AT 十 让 

将 SinXo，Sin yo 代入 S(X，Y) 得 : 


S= 了 
(a tb A 让 


sin th = 


= TV Ad+bc) (Dror a dy 


= (s—-a)(s-b)(s-ce)(s—d) 
其 中 s=(a+b+tc+td) 


278 


特别 当 Q=b=c=d 时， 
S=Q?, 


下 面 举 几 个 多 重 积分 的 例题 。 
例 ! GD 计算 4=|| ey- 二 dxay 


\ _ A 0 友 X% 和 1 
(2) 妈 2=jx， 幼 在 周正 方形 Do<y<1 士 


连续 ， 且 满足 下 列 条 件 : 
| Dadxdy = 0， 


zw (X,Y dxdy= 1., 
D 


证 明 ， 3(E, DED， 使 |f(E, 办 | 宕 二， 


解 (1) 4-|| key -二 dxdy 


=||(3 (i -xy J)axdy + ||( (xy -二 )dxdy 
D, P， 


3 1 
= 一 十 一 gln 
32 “， 


f(r, (xX, ED, 
-f(xX,y, (X,Y ED 
则 f(x,2D| = f(x, 力 | 在 区 域 D 上 连续 ， 

下 边 用 反 证 法 证 明 (2) 的 结论 ，。 


着 Vx DED, xs DD) = fx, < 二. 


(2) 令 f(x,) = | 
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则 | ey ~ I f(x, Waxdy<|| xy 1 CD dxdy 


-| ry -1 fox, pl dxdy= TCD | | ey | axay 


— 1 (Xx, Waxdy 


P 
四 xy)( -f(x, Ydxadyt 


7 )fCx, Waxdy 
1 
4 


(zy 一 )f (X,Yy)dxay 


| 
| xyf x, dxdy — 了 Wi dxdy 


D 


1 
于 是 得 到 矛盾 的 结果 ， 所 以 3(6,n) ED， 使 得 


1 
了 (6， 7) yt 


例 2 没 a?+b:+c’>0, 1(X) 在 |X 二 Vaitb+ci 时 
连续 。 试 证 ; 
| jz sin 9 cos 0 + b sin 9 sin 9 +c cos 9)sin pdpdo, 
O09 


大 
1 吓 汪 - 中 者， 
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rr 


= 2z| ft ar prc) dt (1) 
证 因为 
la sin gy cos 0 +bsingsind+cceosoql 
VC 
“ 等 式 (1) 两 端的 积分 存在 ， 
单位 球面 (S) 的 参数 方程 
为 : 
(ZX=Sin 9 cos lb， O09EA 
y=Sin 9 sin0, 0<0<27 


2 = COS 9. 
we VEG-F=Snp, 妆 . 
0 三 Pp 三 x。 其 中 玉 、G、F 为 高 图 4 
斯 系数 。 


| (a Sino cos0 + b sin vy sin 0 +c sin Oo)Sin pdgpad 


1 寺 让 < 王 ， 
和 区 和 2 


= = hfCax + by+ cz)ds 


换 作 直角 坐标 系 0-Uuwvww， 
使 CX+DP+cz=0 为 22D 平 
面 , 轴 寺 2 乎 面 。 


。 )) -2X+ by + CZ 
”Var 
(hf (ax +t by+t cea)ds 


(5) 
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= 中 fu a tb reds 
(0) 
w= 
其 由 (8) 41Y= Twicosy (-1<Ue<1) 
W= 1 -usinn (0 委 D< 委 27) 
由 (WU az 十 了 2 十 czqs = # fu a +b'+eddudn 


= of fdr rea 
例 8 设 0<x<4， 记 7= 和 好 + 全 +25 试 证 积分 。 

a + al grdydz 收获， 有 其 人 为 

RK: <- 

6z| p- dp 

¢ ep -1 

证 取 以 〇 为 中 心 ， 半 径 为 R 的 球 VR; 

它 在 第 一 卦 限 部 分 为 / / 


fxz = psin yp cos0, 0<oe 了 
4 。 . Tt 
1 Y= Pp sin ¢ sin, 0 < 
\z -= p cos 9， 0 委 D 委 只 


;| | ydz 
Vea 


2 Rt 
-sf aof do poine eo + sinpsing + eosg) :sin gdp 
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冯 
= s| ao| [sin op sin 0 + sin? 9 sin 0 + sin op cos pdop x 
és 站 


RR 
x | p'dp =6r| LE 


0 ep2” -1 o€ -1 

问题 归结 为 
| Pdp 0<c<<4 
er 1 

是 藻 收 敛 

P=0 是 瑕 点 ， 


好 
当 P- 一 0+ 时, er’ -1~p’, —2 -~ Pp， 而 3-a>-1, 


| dp 收 化 ,因为 


er 


4 5 
limp’— = lim— SP -lim .52 © -2...-0 


pt EP" 1 0 QD ~! pn+m 9@P° 


| - 7dp 收 旷 ， 


*。 积分 | 加 加 二 加 dvdadz 收敛 。 且 其 值 为 


Rs 


例 4 给 定 重 积分 ， 


10F 10F 10F 
(各 ” ZX OY wi XI 2) ddydz,. 


其 中 刀 ，1 委 gz 入 2，1 委 YXz 扫 2， 1 入 X21 委 2。 
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试 将 积分 作 下 列 变换 ，= yzZ，2 = 2， 让 =%Xz1f， 要 求 
变换 后 积分 只 出 现 V，2， 纪 和 下 关于 1，2， % 的 偏 引 数 ， 
下 EC (DD) 

解 因为 妈 =22 二 0 

v=X2>0 (XxX, y, 2)ED 


= YX~>0 
“ 以 ， y， 2 每 同 号 。 
由 Ww= YZ 
2 = NX 
Ww = XY 
决定 两 个 连续 的 遂 映 射 ; 
(X= 4 一 交 1) 去 20 立 f 1 和 4 和 2 
0 ， 3 y= i0-B103 g LS 
[zulviwi 1<w<2 
(X= 一 2 二 和 
及 里:: 13= 一 Uv-$ 3 (WU, », Ww)E 3, 


\ 之 = 一 2 /机 7) 下 1) 分 


设 D,= {x,y,2)) (XY,2) ED, X,Yy,2>0} 
D,= {(x,Yy,2))| (X,Yy,2) ED, X,Yy,Z<0} 
由 D= DD, UD,, : 
又 ”多 = {u,v W122 1<v<2, 1<WED 
9D, 0， 加 
则 DD,<-->2 D,<-->2 


。 10F ， 1 oF 1 OF 
I 站 弯 守 ， ZX 2xX 0 Kyt jz ) ddydz 


六福: 10F ToF 


DZ Ox t zx 607 Ey i )dxdydz+ 


10F ,10F, 1 OF 
I yZ Ox ~ 2X 9 xy dz 0% Sz)dxdydz+ 


= 并 十 工 。 
对 于 工作 变换 B1!， 得 到 
F (X,Y,2) = F300- 雪 ) 
= 了 (2 20) (UV,W ED. 


10F 10F 10F 
YZ oOX ZX0Y XY dz 


= 22- 亏 2- 去 20- -#(us 3 tv + 92!) 


27 ow 
D(Xx,Yy,2) 1 - 孝 
万 Co VD 7 《2 2 1w) (UV,1WwW) ED, 


_ 1 oF,, 1 oF, 1 9F, 
“= | | | (ho Ou + wudo Bdudvdw. 
ZS 


类 似 地 可 以 得 到 ， 


| OF, 1 OF, 1 9F， 
:= | | (2 5 + wu Go! UD $2)dudvdiw 


其 中 ,= (一 -0 1 二， 一 -0 圭一 4 和 20- 雪 ) 

.了 _ (fff 1 /OF, OF OF, OF, 

和 一 || 翅 关 + (Sa - 0 ) + 
YZ 


oF, OF， 
+ 二 5- OWw 


?) |dudvaw. 
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